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1 Wprowadzenie
Rozpatrzmy funkcje f : X — R, gdzie X C R" jest zbiorem otwartym, a
n € N:

Definicja 1 Mowimy, Ze funkcja f ma w punkcie T € X minimum (maksi-
mum) lokalne wtt., gdy

Ir>0Ve € K(z,r) f(z) < flz) (f(@)= f2),
gdzie K(Z,r) jest otwartq kulg o $rodku w T i promieniu .

Twierdzenie 1 Jezeli funkcja f ma w otoczeniu punktu T € X ciagle po-
chodne czastkowe drugiego rzedu i f'(Z) = 0, to*:

e [ ma minimum (maksimum) lokalne w T, gdy macierz f"(Z) jest do-
datnio (ujemnie) okreslona,

e f nie ma ekstremum lokalnego w T, gdy macierz f"(Z) jest nieokre-
slona.

2 Ograniczenia zadane réwnaniami

Definicja 2 Niech f,g91,92,.--,9m : X — R, gdzie X C R"™ jest zbiorem
otwartym a n > m. Niech ponadto:

G:[gl,gg,...,gm]T, M ={z e X :G(x) =0}.

Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie T € M minimum (maksimum) lokalne
warunkowe na zbiorze M wit., gdy:

B> 0vre MNK(@r) f(2) < f@) (f@) = f@)

*lukasz.wozny@sgh.waw.pl.

! Jezeli nieréwnosé jest spetniona dla wszystkich argumentéw € X, to Z nazywamy
minimum (maksimum) globalnym f na X

2Symbol 0 oznacza wektor [0,...,0]" o wymiarze 1 x n.

3Jezeli nieréwnosé jest spelniona dla kazdego € M, to Z nazywamy minimum (mak-
simum) globalnym f na M



Ponizej zaktadamy, ze funkcje f oraz g; gdzie i = 1, ..., m sa rozniczkowalne.

Definicja 3 Punkt * € M nazywamy punktem regularnym ograniczern wtt.
rzG'(Z) = m a wiec wiersze macierzy G'(Z) sq liniowo niezalezne.

Definicja 4 Funkcja Lagrange’a dla problemu ekstremum warunkowego za-
danego przez f i G nazywamy funkcje £ : X — R o wartosciach

ZL(x,\) = f(z) + \TG(z),

gdzie x € X C R" jest wektorem zmiennych, a A € R™ jest wektorem
parametréw (mnoznikéw Lagrange’a).

Twierdzenie 2 W problemie zadanym przez rézniczkowalne f, g1, 9o, ..., gm
funkcja f moze miecé ekstremum lokalne na M tylko w takim T, Ze:

e T jest punktem nieregularnym w M,

e T wraz z danym wektorem \ spetnia uktad:

{.f’(@,}) = 0,
Gz) = o

Twierdzenie 3 Jesli w problemie na ekstremum warunkowe zadanym przez
[ i G funkcje f, g1, 92, . .., gm maja ciagle pochodne czqstkowe drugiego rzedu,
Z jest punktem reqularnym w M i £ (Z,\) = 0 to:

e f ma minimum (maksimum) lokalne na M, jesli forma kwadratowa
zadana macierzq ZL"(Z, \) jest dodatnio (ujemnie) okreslona na C =
KerG'(z),*

e [ nie ma ekstremum lokalnego na M, jesli forma kwadratowa zadana

macierzq £"(Z,\) jest nieokreslona na C = KerG'(z)

Przypomnijmy: C = KerG'(z) = {h € R" : G'(Z)h = 0} a dodatnia
(ujemna) okreslonos$é¢ £ (z, \) na jadrze C oznacza, ze (£"(z,\)h|h) > (<
)0 dla h e O\ {0}.

3 Ograniczenia zadane nieréwnosciami

Rozpatrzmy nastepujace problem: max,cx f(z) przy warunkach g;(z) =
0,i = 1,...,m oraz hj(z) < 0,5 = 1,...,k, gdzie X C R" a m,k € N
oraz n > k + m. Zauwazmy, gdy m = 0 wtedy mamy tylko ograniczenia

W szczegdlnosci, gdy macierz £ (Z, ) jest dodatnio (ujemnie) okreslona.



zadane nieréwnoéciami a gdy k& = 0 wtedy mamy tylko ograniczenia zadane
réwnaniami. Niech M C R"™ oznacza zbiér rozwiazan dopuszczalnych, tzn.
M ={z eR"gj(x) =0,hj(z) <0,i=1,...,m, j=1,...,k}. Zakladamy,
ze funkcje f, g;,i =1,...,m oraz h;,j = 1,...,k sa rézniczkowalne.

Definicja 5 Punkt * € M nazywamy punktem regularnym ograniczer wtt.
gdy ograniczenia, ktore sq spetnione dla T co do réwnosci sq niezalezne tzn.
gdy wiersze macierzy D = [G'(2)H'(z)]" gdzie G(%) = [g1(Z), 92(Z), . . ., gm (T)]
H(z) = [h;(%),V] takich, e hj(z) = 0| sq liniowo niezalezne.

Twierdzenie 4 (Warunki Kuhn’a-Tucker’a) Niech punkt € M be-
dzie punktem regularnym ograniczen. Wtedy istniejg mnozniki \; € R,i =
1,...,moraz \j e Ry, j=1,...,k, takie, Ze
e dla kazdego l =1,... ,n zachodzi:
of(z) i)\_ﬁgi(f) . Zk:/\_ahj(a:)
&rl ! ox; - J 8%‘1 ’

oraz

o dla kazdego j = 1...,k zachodzi \jh;(Z) =0, tzn. \j =0 dla kaZdego
ograniczenia j, ktore mie jest spetnione co do réwnosci.

Twierdzenie 5 Niech m = 0 oraz funkcja h; bedzie quasi-wypukta dla kaz-
dego j. Niech ponadto funkcja f spetnia warunek f'(z1)(xe — x1)T > 0 dia
kazdych xo,x1 takich, Ze f(xa) > f(x1). Jezeli T bedacy punktem regular-
nym ograniczern spetnia warunki Kuhn’a-Tucker’a wtedy T jest maksimum
globalnym funkcji f na zbiorze M.

Twierdzenie 6 Niech zbior M bedzie wypukty a funkcja f silnie quasi-
wklesta na M, wtedy istnieje jeden punkt x € M rozwigzujgcy problem mak-
symalizacyjny z ograniczeniami.

Przypomnijmy: f jest quasi-wypukta na zbiorze A wtt. Vzi, 20 € A oraz
w € [0,1] zachodzi f(pz1 + (1 — p)z2) < max{f(x1), f(z2)}. Funkcja f
jest silnie quasi-wypuktla jezeli nier6wnosé jest ostra dla p € (0,1) i kazdych
x1 # x2. Kazda funkcja wypukla jest takze quasi-wypukla. Funkcja f jest
quasi-wklesta gdy funkcja —f jest quasi-wypukla.
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