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1 Wprowadzenie

Rozpatrzmy funkcj ↪e f : X → R, gdzie X ⊂ Rn jest zbiorem otwartym, a
n ∈ N:

Definicja 1 Mówimy, że funkcja f ma w punkcie x̄ ∈ X minimum (maksi-
mum) lokalne wtt., gdy

∃r > 0∀x ∈ K(x̄, r) f(x̄) ≤ f(x) (f(x̄) ≥ f(x))1,

gdzie K(x̄, r) jest otwart ↪a kul ↪a o środku w x̄ i promieniu r.

Twierdzenie 1 Jeżeli funkcja f ma w otoczeniu punktu x̄ ∈ X ci ↪ag le po-
chodne cz ↪astkowe drugiego rz ↪edu i f ′(x̄) = 0, to2:

• f ma minimum (maksimum) lokalne w x̄, gdy macierz f ′′(x̄) jest do-
datnio (ujemnie) określona,

• f nie ma ekstremum lokalnego w x̄, gdy macierz f ′′(x̄) jest nieokre-
ślona.

2 Ograniczenia zadane równaniami

Definicja 2 Niech f, g1, g2, . . . , gm : X → R, gdzie X ⊂ Rn jest zbiorem
otwartym a n > m. Niech ponadto:

G = [g1, g2, . . . , gm]T , M = {x ∈ X : G(x) = 0}.

Mówimy, że funkcja f ma w punkcie x̄ ∈ M minimum (maksimum) lokalne
warunkowe na zbiorze M wtt., gdy:

∃r > 0∀x ∈ M ∩K(x̄, r) f(x̄) ≤ f(x) (f(x̄) ≥ f(x))3.
∗lukasz.wozny@sgh.waw.pl.
1Jeżeli nierówność jest spe lniona dla wszystkich argumentów x ∈ X, to x̄ nazywamy

minimum (maksimum) globalnym f na X
2Symbol 0 oznacza wektor [0, . . . , 0]T o wymiarze 1× n.
3Jeżeli nierówność jest spe lniona dla każdego x ∈ M , to x̄ nazywamy minimum (mak-

simum) globalnym f na M
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Poniżej zak ladamy, że funkcje f oraz gi gdzie i = 1, . . . ,m s ↪a różniczkowalne.

Definicja 3 Punkt x̄ ∈ M nazywamy punktem regularnym ograniczeń wtt.
rz G′(x̄) = m a wi ↪ec wiersze macierzy G′(x̄) s ↪a liniowo niezależne.

Definicja 4 Funkcj ↪a Lagrange’a dla problemu ekstremum warunkowego za-
danego przez f i G nazywamy funkcj ↪e L : X → R o wartościach

L (x, λ) = f(x) + λT G(x),

gdzie x ∈ X ⊂ Rn jest wektorem zmiennych, a λ ∈ Rm jest wektorem
parametrów (mnożników Lagrange’a).

Twierdzenie 2 W problemie zadanym przez różniczkowalne f, g1, g2, . . . , gm

funkcja f może mieć ekstremum lokalne na M tylko w takim x̄, że:

• x̄ jest punktem nieregularnym w M ,

• x̄ wraz z danym wektorem λ̄ spe lnia uk lad:{
L ′(x̄, λ̄) = 0,
G(x̄) = 0.

Twierdzenie 3 Jeśli w problemie na ekstremum warunkowe zadanym przez
f i G funkcje f, g1, g2, . . . , gm maj ↪a ci ↪ag le pochodne cz ↪astkowe drugiego rz ↪edu,
x̄ jest punktem regularnym w M i L ′(x̄, λ̄) = 0 to:

• f ma minimum (maksimum) lokalne na M , jeśli forma kwadratowa
zadana macierz ↪a L ′′(x̄, λ̄) jest dodatnio (ujemnie) określona na C =
Ker G′(x̄),4

• f nie ma ekstremum lokalnego na M , jeśli forma kwadratowa zadana
macierz ↪a L ′′(x̄, λ̄) jest nieokreślona na C = Ker G′(x̄)

Przypomnijmy: C = Ker G′(x̄) = {h ∈ Rn : G′(x̄)h = 0} a dodatnia
(ujemna) określoność L ′′(x̄, λ̄) na j ↪adrze C oznacza, że (L ′′(x̄, λ̄)h|h) > (<
)0 dla h ∈ C \ {0}.

3 Ograniczenia zadane nierównościami

Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ace problem: maxx∈X f(x) przy warunkach gi(x) =
0, i = 1, . . . ,m oraz hj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , k, gdzie X ⊂ Rn a m, k ∈ N
oraz n ≥ k + m. Zauważmy, gdy m = 0 wtedy mamy tylko ograniczenia

4W szczególności, gdy macierz L ′′(x̄, λ̄) jest dodatnio (ujemnie) określona.
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zadane nierównościami a gdy k = 0 wtedy mamy tylko ograniczenia zadane
równaniami. Niech M ⊂ Rn oznacza zbiór rozwi ↪azań dopuszczalnych, tzn.
M = {x ∈ Rn gi(x) = 0, hj(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k}. Zak ladamy,
że funkcje f , gi, i = 1, . . . ,m oraz hj , j = 1, . . . , k s ↪a różniczkowalne.

Definicja 5 Punkt x̄ ∈ M nazywamy punktem regularnym ograniczeń wtt.
gdy ograniczenia, które s ↪a spe lnione dla x̄ co do równości s ↪a niezależne tzn.
gdy wiersze macierzy D = [G′(x̄)H ′(x̄)]T gdzie G(x̄) = [g1(x̄), g2(x̄), . . . , gm(x̄)]T ,
H(x̄) = [hj(x̄),∀j takich, że hj(x̄) = 0]T s ↪a liniowo niezależne.

Twierdzenie 4 (Warunki Kuhn’a-Tucker’a) Niech punkt x̄ ∈ M b ↪e-
dzie punktem regularnym ograniczeń. Wtedy istniej ↪a mnożniki λi ∈ R, i =
1, . . . ,m oraz λj ∈ R+, j = 1, . . . , k, takie, że

• dla każdego l = 1, . . . , n zachodzi:

∂f(x̄)
∂xl

=
m∑

i=1

λi
∂gi(x̄)
∂xl

+
k∑

j=1

λj
∂hj(x̄)

∂xl
,

oraz

• dla każdego j = 1 . . . , k zachodzi λjhj(x̄) = 0, tzn. λj = 0 dla każdego
ograniczenia j, które nie jest spe lnione co do równości.

Twierdzenie 5 Niech m = 0 oraz funkcja hj b ↪edzie quasi-wypuk la dla każ-
dego j. Niech ponadto funkcja f spe lnia warunek f ′(x1)(x2 − x1)T > 0 dla
każdych x2, x1 takich, że f(x2) > f(x1). Jeżeli x̄ b ↪ed ↪acy punktem regular-
nym ograniczeń spe lnia warunki Kuhn’a-Tucker’a wtedy x̄ jest maksimum
globalnym funkcji f na zbiorze M .

Twierdzenie 6 Niech zbiór M b ↪edzie wypuk ly a funkcja f silnie quasi-
wkl ↪es la na M , wtedy istnieje jeden punkt x̄ ∈ M rozwi ↪azuj ↪acy problem mak-
symalizacyjny z ograniczeniami.

Przypomnijmy: f jest quasi-wypuk la na zbiorze A wtt. ∀x1, x2 ∈ A oraz
µ ∈ [0, 1] zachodzi f(µx1 + (1 − µ)x2) ≤ max{f(x1), f(x2)}. Funkcja f
jest silnie quasi-wypuk la jeżeli nierówność jest ostra dla µ ∈ (0, 1) i każdych
x1 6= x2. Każda funkcja wypuk la jest także quasi-wypuk la. Funkcja f jest
quasi-wkl ↪es la gdy funkcja −f jest quasi-wypuk la.

3



4 Opracowane na podstawie:

[1] Dubnicki W., J. K lopotowski, T. Szapiro, Analiza matematyczna. Pod-
r ↪ecznik dla ekonomistów , Warszawa 1999.

[2] Mas-Colell, A., Whinston M.D., Green, J.R., Microeconomic theory ,
Oxford University Press 1995.

Wi
↪
ecej na temat optymalizacji wypuk lej można znaleźć w świetnym opra-

cowaniu:

[3] Rockafellar, R.T., Convex analysis, Princeton University Press 1997.

4


	Wprowadzenie
	Ograniczenia zadane równaniami
	Ograniczenia zadane nierównosciami
	Opracowane na podstawie:

