
Twierdzenie 1 (Minkowskiego) Niech A,B b ↪ed ↪a wypukl̷ymi zbiorami w
ℝL oraz A ∩ B = ∅. Wtedy istnieje p ∈ ℝL, p ∕= 0 i liczba z ∈ ℝ taka, że
p ⋅ x ≥ z ≥ p ⋅ y dla każdego x ∈ A, y ∈ B.

Rozpatrzmy problem maksymalizacyjny maxx∈X f(x) pod warunkami
gk(x) ≤ wk dla każdego k = 1, . . . ,K. Powiemy, że x ∈ X jest dost ↪epne dla
problemu maksymalizacyjnego, jeżeli gk(x) ≤ wk dla każdego k = 1, . . . ,K.

Twierdzenie 2 (Kuhn-Tucker) Niech X ⊂ ℝN b ↪edzie zbiorem wypukl̷ym,
f : X → (−∞,∞) wkl ↪esl̷a oraz gk : X → (−∞,∞) wypukl̷a. Niech x∗

b ↪edzie dost ↪epne dla problemu maksymalizacyjnego oraz istniej ↪a nieujemne
liczby �1, . . . , �K takie, że:

1. dla każdego k �k = 0 gdy gk(x
∗) < wk,

2. x∗ rozwi ↪azuje problem: maxx∈X [f(x)−
∑K

k=1 �kgk(x)],

wtedy x∗ rozwi ↪azuje problem maksymalizacyjny.
Niech x∗ rozwi ↪azuje problem maksymalizacyjny oraz istnieje x ∈ X taki,

że gk(x) < wk dla każdego k. Wtedy istniej ↪a nieujemne liczby �1, . . . , �k
takie, że zachodz ↪a warunki 1 i 2.

Twierdzenie 3 (Brouwera) Niech A ⊂ ℝL b ↪edzie niepustym, zwartym,
wypukl̷ym zbiorem a funkcja f : A → A ci ↪agl̷a. Wtedy istnieje x∗ ∈ A taki,
że x∗ = f(x∗).

Twierdzenie 4 (O lokalnej odwracalności funkcji różniczkowalnej)
Niech f : U → ℝL, gdzie U ∈ ℝn jest otwarty, b↪edzie ci ↪agle różniczkowalne
na kuli Br(x0) ⊂ U oraz detf ′(x0) ∕= 0. Wtedy istnieje otoczenie O = B�(x0)
(� < r), że funkcja f ∣O : O → V , (gdzie f(O) = V ) jest odwracalna.

Definicja 1 (Odwzorowanie pól̷ci
↪

agl̷e z góry) Odwzorowanie f : A ⇉
Y , gdzie A ⊂ ℝL, a Y ⊂ ℝK jest domkni ↪ety nazywamy pól̷ci ↪agl̷ym z góry,
jeżeli ma domkni ↪ety graf oraz obrazy zwartych zbiorów s ↪a ograniczone.

Definicja 2 (Odwzorowanie pól̷ci
↪

agl̷e z dol̷u) Odwzorowanie f : A ⇉
Y , gdzie A ⊂ ℝL, a Y ⊂ ℝK jest zwarty nazywamy pól̷ci ↪agl̷ym z dol̷u, jeżeli
dla każdego ci ↪agu (elementów A) xm → x ∈ A i każdego y ∈ f(x), istnieje
ci ↪ag ym → y oraz liczba M taka, że ym ∈ f(xm) dla m > M .

Twierdzenie 5 (Twierdzenie Berga o maksimum) Niech f : Y → ℝ
b ↪edzie ci ↪agl̷a, a odwzorowanie Γ : X ⇉ Y ci ↪agl̷e1. Jeżeli Γ(x) ∕= ∅ wtedy
funkcja M(x) = max{f(y) : y ∈ Γ(x)} jest ci ↪agl̷a na X, a odwzorowanie
Φ(x) = {y ∈ Γ(x) : f(y) = M(x)} jest pól̷ci ↪agl̷e z góry.

1Tz. jednocześnie pól̷ci ↪agl̷e z góry i pól̷ci ↪agl̷e z dol̷u.
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Twierdzenie 6 (Kakutaniego) Niech A ⊂ ℝL b ↪edzie niepustym, zwartym,
wypukl̷ym zbiorem a odwzorowanie f : A ⇉ A pól̷ciagl̷e z góry. Jeżeli zbiór
f(x) jest niepusty i wypukl̷y dla każdego x ∈ A, wtedy istnieje x∗ ∈ A taki,
że x∗ ∈ f(x∗).

Twierdzenie 7 (Shapleya-Folkmana) Niech x ∈ con(
∑I

i=1Ai), gdzie

(∀i)Ai ⊂ ℝL. Wtedy istnieje (ai)
I
i=1, że x =

∑I
i=1 ai, a także (∀i)ai ∈

con(Ai) oraz ai ∈ Ai dla każdej poza L wartościami i.
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