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Zbiór zadań

1 Teoria konsumenta

Zadanie 1.1 ([MCWG95]) Niech � określa racjonalne preferencje. Udo-
wodnij nast ↪epuj ↪ace w lasności.

(i) Jeśli x � y � z, to x � z.

(ii) � jest niezwrotna (nigdy nie zachodzi x � x) oraz przechodnia (jeśli
x � y oraz y � z, wówczas x � z).

(iii) ∼ jest zwrotna (x ∼ x, ∀x), przechodnia (jeśli x ∼ y oraz y ∼ z,
wówczas x ∼ z) i symetryczna (jeśli x ∼ y, to y ∼ x).

Zadanie 1.2 ([MCWG95]) Udowodnij nast ↪epuj ↪ace w lasności.

(i) Jeśli preferencje � s ↪a ścísle monotoniczne, to s ↪a monotoniczne1.

(ii) Jeśli preferencje � s ↪a monotoniczne, to s ↪a lokalnie nienasycone2.

Zadanie 1.3 ([Var97]) Rozpatrzmy preferencje zdefiniowane na R2+ za po-
moc ↪a (x1, x2) � (y1, y2), jeśli x1+x2 < y1+y2. Czy te preferencje s ↪a lokalnie
nienasycone? Jeśli wyst ↪epuj ↪a tylko dwa dobra, a ceny na każde z nich s ↪a
dodatnie, to czy konsument przeznaczy na nie ca ly swój dochód? Uzasadnij.

Zadanie 1.4 Adam osi ↪aga zadowolenie z trzech dóbr: muzyki (m), wina (w)
i sera (s). Jego funkcja użyteczności ma postać: u(m,w, s) = m+ 2w + 3s.

(i) Zak ladaj ↪ac, że konsumpcja muzyki wynosi 10, skonstruuj krzywe obo-
j ↪etności dla u = 40 i u = 70.

(ii) Pokaż, że krańcowa stopa substytucji (MRS) wina na ser jest sta la dla
wszystkich wartości m i s na krzywych oboj ↪etności.

Zadanie 1.5 Narysuj krzyw ↪a oboj ↪etności dla poniższych funkcji użyteczności
(u : R2+ → R):

1Preferencje � nazywamy monotonicznymi, jeśli x, y ∈ X oraz y � x implikuje y � x.
Preferencje nazywamy ścísle monotonicznymi, jeśli y  x oraz y 6= x, implikuje y � x.
y � x zachodzi wtt., gdy dla y = (y1, y2, . . . , yn) oraz x = (x1, x2, . . . , xn), ∀i yi > xi.

2Preferencje � nazywamy lokalnie nienasyconymi, jeśli dla dowolnego x ∈ X i ε > 0,
istnieje y ∈ X, że ‖y − x‖ ¬ ε oraz y � x.
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(i) u(x, y) = 3x+ y,

(ii) u(x, y) = (xy)
1
2 ,

(iii) u(x, y) = (x2 + y2)
1
2 ,

(iv) u(x, y) = x
2
3y
1
3 ,

(v) u(x, y) = log x+ log y.

Zadanie 1.6 Masz nast ↪epuj ↪ace funkcje użyteczności:

(i) u(x, y) = xy,

(ii) u(x, y) = x2y2,

(iii) u(x, y) = log x+ log y.

Pokaż, że każda z funkcji charakteryzuje si ↪e malej ↪ac ↪a krańcow ↪a stop ↪a sub-
stytucji (MRS), przy jednoczesnej (i) sta lej, (ii) rosn ↪acej i (iii) malej ↪acej
użyteczności krańcowej wzgl ↪edem każdego dobra.

Zadanie 1.7 ([MCWG95]) Naszkicuj wypuk le preferencje zdefiniowane na
przestrzeni koszyków dwóch dóbr (x, y) ∈ R2+, które s ↪a lokalnie nienasycone,
ale nie s ↪a monotoniczne.

Zadanie 1.8 Zadowolenie Kowalskiego z posiadania dóbr x i y dane jest
funkcj ↪a użyteczności jak w zadaniu 1.5 (iii). Jakie b ↪edzie maksimum użytecz-
ności Kowalskiego, jeśli ceny s ↪a równe px = 3, py = 4 i ma on do wydania
m = 50 z l?

Zadanie 1.9 Pan A czerpie zadowolenie z picia martini (m) w liniowej pro-
porcji do ilości drinków: u(m) = m. Warunkiem tej satysfakcji jest zmiesza-
nie martini z 2 cz ↪eściami ginu (g) i jedn ↪a cz ↪eści ↪a vermouthu (v). Tym samym
prawdziwa funkcja użyteczności pana A to u(m) = f(g, v) = min{g2 , v}. Na-
rysuj krzyw ↪a oboj ↪etności w funkcji użyteczności wzgl ↪edem g i v dla różnych
poziomów użyteczności. Pokaż, że niezależnie od cen obu dodatków pan A
nigdy nie zmieni sposobu mieszania martini.

Zadanie 1.10 Niech funkcja użyteczności b ↪edzie określona przez u(x, y) =
(xy)

1
2 . (i) Jeżeli px = 20, py = 10, dochód m = 200 to ile należy kupić x i y

by zmaksymalizować użyteczność? (ii) Oblicz funkcj ↪e indywidualnego popytu
na x i y jako funkcje px i py.
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Zadanie 1.11 Jeśli konsument ma funkcj ↪e użyteczności u(x, x) = xy4 , to
jak ↪a cz ↪eść dochodu wyda on na dobro y?

Zadanie 1.12 Znajdź optymalny koszyk jeżeli wiadomo, że u(x, y) = [x(1 +
y)]

1
2 , px = 5,py = 20, zaś m = 10. Co zmieni si ↪e jeśli m = 100?

Zadanie 1.13 Znajdź optymalny koszyk dóbr jeśli wiadomo, że funkcja u-
żyteczności ma postać u(x, y) = (xy)

1
3 , px = 0.5, py = 4, zaś ograniczenie

budżetowe wynosi m = 40. Jak zmieni si ↪e optymalny koszyk jeśli budżet kon-
sumenta podwoi si ↪e?

Zadanie 1.14 Konsument o którym wiadomo, że ma wypuk le preferencje i
dochód w wysokości 100 wybra l pewien optymalny koszyk. W koszyku by lo 20
jednostek x. Ustalić ile by lo w koszyku dóbr y oraz ich cen ↪e (py), jeśli px = 2
oraz w punkcie optimum krańcowa stopa substytucji MRS=1.

Zadanie 1.15 ([CN00]) Funkcja popytu konsumenta na dobro x jest li-
niowa. Jego popyt na dobro x wynosi 2, gdy cena jest równa 3. Gdy cena
dobra wzrośnie trzy razy, wówczas popyt na x spada dwukrotnie. Oblicz, przy
jakiej cenie dobra x nadwyżka konsumenta zrówna si ↪e z jego ca lkowitymi wy-
datkami na to dobro.

Zadanie 1.16 Rozpatrzmy problem konsumenta, który czerpie użyteczność
z konsumpcji (oznaczonej przez c) i czasu wolnego (oznaczonego przez n).
Funkcja użyteczności przyjmuje postać u(c, n) = cαn1−α, α ∈ (0, 1). Kon-
sument ma do dyspozycji jeden dzień, podczas którego może pracować lub
odpoczywać (zatem l + n = 1, gdzie l określa cz ↪eść dnia przeznaczonego na
prac ↪e). Za każd ↪a godzin ↪e pracy konsument otrzymuje wynagrodzenie w, a ca ly
swój dochód przeznacza na dobra konsumpcyjne kupowane po cenie p.

(i) Zapisz problem konsumenta i odpowiadaj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a.

(ii) Rozwi ↪aż powyższy problem podaj ↪ac optymalne poziomy konsumpcji, pra-
cy i czasu wolnego obieranych przez konsumenta.

(iii) Czy konsumpcja i czas wolny s ↪a dobrami normalnymi? Uzasadnij.

Zadanie 1.17 W poniższym zadaniu rozwi ↪ażesz przyk lad, w którym przeko-
nasz si ↪e, że maksymalizacja użyteczności przy zadanym budżecie oraz mini-
malizacja wydatków przy zadanym poziomie użyteczności s ↪a dwoma sposo-
bami rozwi ↪azania problemu konsumenta (s ↪a wzgl ↪edem siebie dualne).

Rozpatrzmy problem konsumenta czerpi ↪acego użyteczność z dwóch dóbr.
Jego funkcja użyteczności przyjmuje postać u(x, y) = xαy1−α, α ∈ (0, 1), gdzie
x i y to odpowiednio ilości pierwszego i drugiego dobra. Dochód konsumenta
wynosi m, zaś ceny odpowiednio px oraz py.
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(i) Zapisz problem maksymalizacji problemu konsumenta, przy zadanym
budżecie. Zapisz odpowiadaj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a.

(ii) Rozwi ↪aż powyższy problem podaj ↪ac optymalne ilości dóbr w koszyku.Za-
pisz funkcj ↪e popytu na każde z dóbr.

(iii) Niech u∗ b ↪edzie poziomem użyteczności, który chce osi ↪agn ↪ać konsument.
Zapisz problem minimalizacji wydatków konsumenta przy zadanym po-
ziomie użyteczności. Zapisz odpowiadaj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a.

(iv) Rozwi ↪aż problem z punktu (iii) i udowodnij, że otrzymany wynik jest
analogiczny do rozwi ↪azania w problemie (ii).

Zadanie 1.18 ([Var97]) Konsument ma użyteczność o postaci u(x1, x2) =
max{x1, x2}. Dla zadanych cen p1 i p2 oraz budżetu m, jaki jest optymalny
koszyk konsumenta? Jaki jest popyt na każde z dóbr?

Zadanie 1.19 ([MCWG95]) Rozpatrz problem konsumenta maj ↪acego dos-
t ↪ep do trzech dóbr, maksymalizuj ↪acego użyteczność o postaci u(x1, x2, x3) =
(x1 − b1)α(x2 − b2)β(x3 − b3)γ, gdzie b1, b2, b3 s ↪a dowolnymi sta lymi. p1, p2.
p3 s ↪a odpowiednio cenami dóbr, a m budżetem konsumenta.

(i) Dlaczego α+β+γ = 1 jest za lożeniem nie maj ↪acym wp lywu na wynik?
Skorzystaj z niego przy rozwi ↪azywaniu kolejnych podpunktów.

(ii) Zapisz powyższy problem i odpowiadaj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a.

(iii) Rozwi ↪aż powyższy problem podaj ↪ac optymalne ilości każdego z dóbr w
koszyku konsumenta. Wyprowadź funkcj ↪e popytu na każde z dóbr.

(iv) Udowodnij, (a) że każda z funkcji popytu jest homogeniczna stopnia
zero wzgl ↪edem cen i budżetu3 oraz (b) że popyt na wszystkie dobra spe l-
nia prawo Walras4.

Zadanie 1.20 ([Var97]) Za lóżmy, że użyteczność konsumenta przyjmuje pos-
tać U(x1, x2) = u(x1) + x2. Dobro 1 jest dobrem, które można konsumować
tylko w ca lości lub wcale (tj. x1 = 1 lub x1 = 0). Ceny dóbr wynosz ↪a odpo-
wiednio p1 i p2, a budżet oznaczymy przez m. Dla uproszczenia przyjmijmy
u(0) = 0 oraz p2 = 1.

3Funkcja f jest homogeniczna stopnia zero wzgl ↪edem x, jeśli dla dowolnego α > 0,
f(αx) = α0f(x) = f(x).

4Funkcje popytu spe lniaj ↪a prawo Walras jeśli
∑n
i=1 pixi(pi,m) = m, gdzie pi, xi(·) i m

to odpowiednio cena dobra i, jego funkcja popytu i wysokość budżetu konsumenta
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(i) Rozwi ↪aż powyższy problem podaj ↪ac optymalne ilości dóbr w koszyku kon-
sumenta. Przedstaw funkcj ↪e popytu na każde z dóbr.

(ii) Dla jakich wartości p1 konsument obierze x1 = 1?

Zadanie 1.21 W tym zadaniu przeanalizujesz mi ↪edzyokresowy wybór kon-
sumenta żyj ↪acego dwa okresy. Za lóżmy, że w pierwszym okresie konsument
posiada maj ↪atek w wysokości w, który może przeznaczyć na konsumpcj ↪e (c1) i
oszcz ↪edności (s). W drugim okresie jego maj ↪atek jest równy oszcz ↪ednościom
poczynionym w pierwszym okresie, powi ↪ekszonym o sta l ↪a stop ↪e procentow ↪a
r, który w ca lości jest konsumowany. Użyteczność konsumenta ma postać

u(c1, c2) = {cρ1+ cρ2}
1
ρ , gdzie c1, c2 oznaczaj ↪a odpowiednio poziom konsumpcji

w pierwszym i drugim okresie.

(i) Zapisz problem konsumenta maksymalizuj ↪acego użyteczność w ca lym ży-
ciu. Zapisz odpowiadaj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a.

(ii) Rozwi ↪aż problem, określaj ↪ac optymalne poziomy konsumpcji (c1, c2) i
oszcz ↪edności (s).

(iii) Jakiego rodzaju dobrami jest konsumpcja w pierwszym i drugim okresie?
Czym w tym przypadku jest stopa procentowa r? Jak od niej zależy
decyzja odnośnie konsumpcji w obydwu okresach?

Zadanie 1.22 Rozpatrzmy problem konsumenta żyj ↪acego dwa okresy. W pierw-
szym okresie, kiedy jest m lody, czerpie użyteczność z konsumpcji w tym okre-
sie i czasu wolnego (niech u1(c1, n1) = log c1 + log n1 b ↪edzie użyteczności ↪a
czerpan ↪a w pierwszym okresie z konsumpcji i czasu wolnego w pierwszym
okresie). Konsument decyduje o ilości czasu wolnego i czasu sp ↪edzonego w
pracy analogicznie jak w zadaniu 1.16 (l1 + n1 = 1, gdzie l1 i n1 to czas po-
świ ↪econy odpowiednio na prac ↪e i czas wolny w pierwszym okresie). Za każdy
dzień pracy konsument otrzymuje wynagrodzenie w, a ca ly swój dochód po-
świ ↪eca na konsumpcj ↪e (c1) i oszcz ↪edności (s).

W drugim okresie, na emeryturze, konsument nie może pracować (l2 = 0),
a jego konsumpcja (c2) jest w ca lości finansowana z oszcz ↪edności poczynio-
nych w pierwszym okresie, powi ↪ekszonych o stop ↪e procentow ↪a r. Użyteczność
w drugim okresie przyjmie postać u2(c2) = log c2.

(i) Zapisz problem konsumenta maksymalizuj ↪acego użyteczność w ca lym ży-
ciu (sum ↪e użyteczności z pierwszego i drugiego okresu). Zapisz odpowia-
daj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a.
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(ii) Rozwi ↪aż problem, określaj ↪ac optymalne poziomy konsumpcji (c1), czasu
pracy (l) i oszcz ↪edności (s) w pierwszym okresie, oraz konsumpcji w
drugim okresie (c2).

(iii) Jakiego rodzaju dobrem jest konsumpcja w pierwszym i drugim okresie?
Jakiego rodzaju dobrem jest czas wolny? Uzasadnij.

Zadanie 1.23 Rozpatrz problem jak w zadaniu 1.22, ale tym razem za lóżmy
istnienie powszechnego systemu emerytalnego pay as you go. Wówczas kon-
sument w m lodości musi przekazać do funduszu emerytalnego sta l ↪a sk ladk ↪e w
wysokości τ , aby na starość otrzymać (1 + φ)τ , gdzie φ jest sta l ↪a stop ↪a przy-
rostu ludności. Wszystkie pozosta le za lożenia pozostaj ↪a jak w zadaniu 1.22.

(i) Zapisz powyższy problem oraz odpowiadaj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a.

(ii) Rozwi ↪aż powyższy problem podaj ↪ac optymalne poziomy konsumpcji w
obydwu okresach, czasu wolnego i oszcz ↪edności.

(iii) Jak otrzymany wynik rożni si ↪e od tego otrzymanego w zadaniu 1.22?

(iv) Czy powyższy system emerytalny jest efektywny (tj. użyteczność konsu-
menta jest wyższa z systemem niż bez niego)? Jeśli tak, to jakie warunki
musz ↪a spe lniać parametry modelu (τ i φ)?

Zadanie 1.24 Rozpatrz ponownie problem z zadania 1.22, ale tym razem
niech konsument osi ↪aga użyteczność z czasu wolnego zarówno w pierwszym
jak i w drugim okresie. Dodatkowo, może on pracować w drugim okresie,
otrzymuj ↪ac za każd ↪a godzin ↪e swojej pracy takie samo wynagrodzenie jak w
okresie pierwszym (tj. w). Wszystkie pozosta le za lożenia pozostaj ↪a jak w za-
daniu 1.22.

(i) Zapisz powyższy problem i odpowiadaj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a.

(ii) Rozwi ↪aż powyższy problem podaj ↪ac optymalne poziomy konsumpcji i
czasu wolnego w obydwu okresach oraz oszcz ↪edności.

(iii) Porównaj otrzymane wyniki z tymi z zadania 1.22. Jak różni si ↪e kon-
sumpcja w obydwu okresach? Czy możliwość pracy w drugim okresie ma
wp lyw na oszcz ↪edności w pierwszym? Uzasadnij.

Zadanie 1.25 Przeanalizuj ponownie problem z zadania 1.24, ale rozwi ↪azu-
j ↪ac go metod ↪a rekursywn ↪a (od ty lu).
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(i) Wpierw rozwi ↪aż problem konsumenta w drugim okresie, traktuj ↪ac oszcz ↪ed-
ności z okresu pierwszego jako dane (ale dowolne). Otrzymasz w ten
sposób optymalny poziom użyteczności w drugim okresie, b ↪ed ↪acy funk-
cj ↪a oszcz ↪edności (s).

(ii) Nast ↪epnie rozwi ↪aż problem konsumenta w pierwszym okresie, znajdu-
j ↪ac optymalne poziomy konsumpcji, czasu wolnego i oszcz ↪edności w
pierwszym okresie, które maksymalizuj ↪a sum ↪e użyteczności z pierwszego
okresu i zmaksymalizowanej konsumpcji w z drugiego okresu (policzonej
w poprzednim punkcie).

(iii) Pokaż, że optymalne alokacje i poziom użyteczności s ↪a takie same jak
w zadaniu 1.24.
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2 Teoria przedsi
↪
ebiorstwa

2.1 Produkcja

Zadanie 2.1 ([Var97]) Niech Y ⊂ Rn b ↪edzie zbiorem produkcyjnym5, a
V (y) zbiorem wymaganych czynników produkcji6. Jeśli V (y) jest zbiorem
wypuk lym, to czy odpowiadaj ↪acy mu zbiór możliwości produkcyjnych Y musi
być wypuk ly?

Zadanie 2.2 ([Var97]) Niech Y b ↪edzie zbiorem możliwości produkcyjnych.
Mówimy, że technologia jest addytywna jeśli y,y′ ∈ Y implikuje y+y′ ∈ Y .
Technologi ↪e nazywamy podzieln ↪a, jeśli y ∈ Y oraz 0 ¬ t ¬ 1 implikuje
ty ∈ Y . Pokaż, że jeśli technologia jest addytywna i podzielna, to musi być
wypuk la i wykazywać sta le korzyści skali.

Zadanie 2.3 ([MCWG95]) S ↪a dost ↪epne trzy dobra. Dobra 1 i 2 s ↪a czyn-
nikami produkcji. Trzecie, którego ilości s ↪a określone przez q, jest ich pro-
duktem. Produkt może być otrzymany przy zastosowaniu dwóch technologii,
wykorzystywanych razem lub oddzielnie. Obie technologie nie musz ↪a być li-
niowe. Pierwsza (odpowiednio druga) technologia wykorzystuje tylko pierwszy
(odpowiednio drugi) czynnik produkcji. Wówczas pierwsz ↪a (drug ↪a) technolo-
gi ↪e można scharakteryzować za pomoc ↪a funkcji φ1(q) (odpowiednio φ2(q)),
b ↪ed ↪ac ↪a minimalnym poziomem czynnika pierwszego (odpowiednio drugiego),
koniecznego do wyprodukowania q jednostek produktu. Zak ladamy, że φ1 oraz
φ2 s ↪a rosn ↪ace oraz φ1(0) = φ2(0) = 0.

(i) Określ zbiór możliwości produkcyjnych uwzgl ↪edniaj ↪ac dwie powyższe tech-
nologie.

(ii) Podaj warunki wystarczaj ↪ace na φ1 i φ2, aby zbiór możliwości produk-
cyjnych by l addytywny.

Zadanie 2.4 ([Var97]) Dla każdego z poniższych zbiorów wymaganych czyn-
ników produkcji sporz ↪adź rysunek oraz określ, czy jest on regularny7, mono-
toniczny8 i/lub wypuk ly (a, b, y > 0).

5Zbiór produkcyjny nazywamy zbiór zawieraj ↪acy wektory (y,−x), gdzie y jest liczb ↪a
określaj ↪ac ↪a poziom produkcji dobra, zaś x ∈ Rn−1+ wektorem czynników produkcji pozwa-
laj ↪acym na ich wyprodukowanie.

6Zbiorem wymaganych czynników produkcji b ↪edziemy nazywać zbiór V (y) = {x ∈
Rn−1 : (y,−x) ∈ Y }, tym samym zbiór wektorów określaj ↪acych ilości poszczególnych
czynników pozwalaj ↪acych do wyprodukowania y jednostek dobra.

7V (y) jest regularny, jeśli jest domkni ↪ety i niepusty dla ∀y > 0.
8V (y) jest monotoniczny, jeśli x ∈ V (y) oraz x′ > x implikuje x′ ∈ V (y).
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(i) V (y) = {x1, x2 : ax1  log y, bx2  log y},

(ii) V (y) = {x1, x2 : ax1 + bx2  y, x2  0},

(iii) V (y) = {x1, x2 : ax1 +
√
x1x2 + bx2  y, x2  0},

(iv) V (y) = {x1, x2 : ax1 + bx2  y},

(v) V (y) = {x1, x2 : x1(1− y)  a, x2(1− y)  b},

(vi) V (y) = {x1, x2 : ax1 −
√
x1x2 + bx2  y, x2  0},

(vii) V (y) = {x1, x2 : x1 + min{x1, x2}  3y}.

Zadanie 2.5 Kopanie robaków wymaga tylko nak ladów pracy. Ilość wykopa-
nych robaków na godzin ↪e (x) dana jest funkcj ↪a f(L) = 100L

1
2 (f(L) = x). (L

- nak lad pracy na godzin ↪e). Narysuj zależność x od L. Jaka jest przeci ↪etna
produkcyjność pracy? Pokaż, że krańcowa produkcyjność pracy (MPL) przy
kopaniu robaków jest mniejsza od przeci ↪etnej dla wszystkich wartości L.

Zadanie 2.6 ([Var97]) Jaka jest elastyczność substytucji dla funkcji CES

(ang. Constant Elasticity of Substitution) f(x1, x2) = {a1xρ1 + a2x
ρ
2}
1
ρ , gdy

a1 6= a2?

Zadanie 2.7 Ilość wytworzonych narz ↪edzi (x) dana jest przez funkcj ↪e pro-

dukcji f(K,L) = K
1
2L

1
2 (f(K,L) = x).

(i) Jaka jest przeci ↪etna produkcyjność pracy i kapita lu?

(ii) Oblicz krańcow ↪a stop ↪e technicznej substytucji (MRTS) dla produkcji
x = 10, w punktach (K,L): (10, 10), (25, 44), (4, 25). Czy mamy do
czynienia z malej ↪ac ↪a MRTS?

Zadanie 2.8 ([Var97]) Niech elastyczność produktu wzgl ↪edem czynnika pro-
dukcji xi b ↪edzie określona przez:

Ei(x) =
∂f(x)
∂xi

xi
f(x)

.

Jeśli f(x) = xa1x
b
2, jaka jest elastyczność produktu wzgl ↪edem każdego z czyn-

ników?

Zadanie 2.9 Rozważ funkcj ↪e produkcji f(K,L) = b0+b1(KL)
1
2 +b2K+b3L,

gdzie 0 ¬ bi ¬ 1, i = 1, 2, 3. Jeżeli ta funkcja ma wyrażać sta le przychody
wzgl ↪edem skali, jakie ograniczenia należy na lożyć na bi? Pokazać, że przy
sta lych przychodach wzgl ↪edem skali funkcja wykazuje malej ↪ace produkcyjności
krańcowe.

10



Zadanie 2.10 Zbadaj przychody wzgl ↪edem skali funkcji produkcji f(K,L) =
A(K

L
)
1
2 , A > 0. Czy produkcyjności krańcowe wzgl ↪edem pracy i kapita lu s ↪a

rosn ↪ace czy malej ↪ace?

Zadanie 2.11 ([Var97]) Dla technologii CES, f(x1, x2) = {xρ1+x
ρ
2}
1
ρ , podaj

elastyczność skali9.

Zadanie 2.12 ([Var97]) Ponownie rozpatrz technologi ↪e CES. Pokaż, że za-

wsze możemy j ↪a przedstawić jako f(x1, x2) = A(ρ){bxρ1 + (1− b)xρ2}
1
ρ .

2.2 Koszty produkcji

Zadanie 2.13 Przedsi ↪ebiorstwo Weso la Lokomotywa wytwarzaj ↪ace drezyny
kolejowe posiada maj ↪atek trwa ly o wartości 50 mld z l i zatrudnia 175 osób.
Roczna wielkość produkcji wynosi 100 szt. Obliczyć roczny zysk ksi ↪egowy netto
przedsi ↪ebiorstwa jeśli wiadomo, że stawka amortyzacji 5%, średnia p laca mie-
si ↪eczna - 2 mln z l a jednostkowy koszt materialny 41 mln z l. Przedsi ↪ebiorstwo
zaci ↪agn ↪e lo kredyt 4 mld z l oprocentowany w skali rocznej 10%. Cena drezyny
wynosi 120 mln z l, a stopa podatku dochodowego wynosi 40%.

(i) Przy jakiej stopie oprocentowania kredytów zysk ksi ↪egowy netto b ↪edzie
zerowy?

(ii) Jaka jest minimalna wielkość produkcji zapewniaj ↪aca rentowność, je-
śli do kosztów sta lych zaliczymy amortyzacj ↪e, koszty p lacowe i koszty
finansowe oraz wiemy, że TVC zmieniaj ↪a si ↪e proporcjonalnie do wiel-
kości produkcji?

(iii) Jaka jest minimalna wielkość produkcji zapewniaj ↪aca rentowność, jeśli
dodatkowo do kosztów zmiennych do l ↪aczymy koszty p lacowe?

Zadanie 2.14 Niech w przedsi ↪ebiorstwie koszty sta le b ↪ed ↪a równe FC = 1000,
a przeci ↪etne koszty zmienne AV C = 3 (AV C= const.). Jeśli firma sprzedaje
wyprodukowane dobro po 8 z l/szt. jaka jest minimalna, op lacalna skala pro-
dukcji?

Zadanie 2.15 W przedsi ↪ebiorstwie koszt sta ly wynosi FC = 300, a jednost-
kowy koszt zmienny AV C = 1 (AV C=const.). Firma sprzedaje swoje wyroby
po cenie p = 8. Dla jakiej minimalnej wielkości produkcji zysk netto wyniesie
przynajmniej 100, jeśli ustalono stop ↪e podatku dochodowego na 50%?

9Elastyczność skali technologii f definiujemy przez e(x) = dy(t)dt
t
y(t) , gdzie y(t) = f(tx).

Jest to miara określaj ↪aca procentowy przyrost produkcji spowodowany jednoprocentowym
przyrostem wszystkich jej czynników - tj. spowodowany przyrostem skali dzia lalności.
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Zadanie 2.16 Istniej ↪a dwie technologie produkcji dobra H. Jedna pozwala
wytworzyć w zak ladzie do 200 sztuk H rocznie przy wydatkowaniu w postaci
kosztów sta lych 1000 z l i przy sta lych, jednostkowych kosztach zmiennych 2
z l/szt. Druga, nowsza technologia wymaga 6000 z l kosztów sta lych i AV C = 1
z l (AV C=const.), a maksymalna skala produkcji wynosi 2000 sztuk rocznie.
Jeśli przewidywany popyt roczny wynosi 1000 szt. która z dwóch ewentual-
ności jest bardziej op lacalna: (i) jeden zak lad w nowej technologii, czy (ii) 5
zak ladów w starej?

Zadanie 2.17 Funkcja produkcji dobra x ma postać f(S, J) = S
1
2J

1
2 , gdzie

S, J to odpowiednio nak lady pracy Smitha i Jonesa. P laca za 1 godzin ↪e pracy
każdego z nich wynosi odpowiednio wS = 3, wJ = 12.

Niech S = 900. (i) Ile godzin musi sp ↪edzić Jones by wyprodukować 150,
300, 450 sztuk dobra x? (ii) jaki jest krańcowy koszt wyprodukowanie 150-ego
dobra?

Zadanie 2.18 Firma produkuje kije hokejowe. Funkcja produkcji przyjmuje
postać f(K,L) = 2K

1
2L

1
2 . Niech w krótkim okresie K0 = 100, koszt jed-

nostki kapita lu wynosi v = 1, zaś p laca w = 4. (i) jaka jest krótkookresowa
funkcja kosztu ca lkowitego i przeci ↪etnego? (ii) jaka jest krótkookresowa funk-
cja kosztu krańcowego? Obliczyć koszt ca lkowity (TC), przeci ↪etny ca lkowity
(ATC), krańcowy (MC), dla produkcji 25, 50, 100, 200 sztuk.

Zadanie 2.19 Funkcja kosztu ca lkowitego jest opisana funkcj ↪a TC(q) = q3+
2q + 2. Podaj koszt sta ly (FC), zmienny (V C), przeci ↪etny koszt zmienny
(AV C), przeci ↪etny koszt ca lkowity (ATC), oraz koszt krańcowy (MC).

Zadanie 2.20 Funkcja produkcji ma postać f(K,L) = K
1
4L

1
4 . Wyznacz

krótkookresowe funkcje kosztu przeci ↪etnego i krańcowego (w krótkim okresie
kapita l jest sta ly i wynosi K0 = 16), jeśli wiemy, że cena jednostki kapita lu
v = 10 a cena jednostki pracy w = 2. Oblicz przeci ↪etny koszt ca lkowity (ATC)
i koszt krańcowy (MC) dla f(K,L) = 10.

Zadanie 2.21 Pokaż na przyk ladzie, że maksymalizacja zysku firmy jest rów-
noważna minimalizacji jego kosztów. Dla uproszczenia przyjmij funkcj ↪e pro-
dukcji postaci f(K,L) = KαL1−α, przy koszcie jednostkowym kapita lu r i
pracy w (wskazówka: przypomnij sobie zadanie 1.17 oraz 2.24).

Zadanie 2.22 ([Var97]) Firma ma dwie hale produkcyjne, z których koszty
ca lkowite pierwszej s ↪a opisane przez c1(q1) = q21/2, a drugiej c2(q2) = q2. Jak ↪a
postać ma funkcja kosztów firmy, jeśli firma może wykorzystywać obydwie
technologie jednocześnie?
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Zadanie 2.23 ([Var97]) Firma ma dwie hale produkcyjne, z których koszty
ca lkowite pierwszej s ↪a opisane przez c1(q1) = 4

√
q1, a drugiej c2(q2) = 2

√
q2.

Jak ↪a postać ma funkcja kosztów firmy?

Zadanie 2.24 Dla zadanych poniżej funkcji produkcji wyprowadź odpowia-
daj ↪ace im funkcje kosztów d lugookresowych.

(i) f(x) = x1 + x2 (doskonale substytucyjne czynniki produkcji),

(ii) f(x) = min{x1, x2} (technologia Leotiefa),

(iii) f(x) = {xρ1 + xρ2}
1
ρ , ρ < 1 (funkcja produkcji CES),

(iv) f(x) = xα1x
1−α
2 (funkcja Cobba-Douglasa, szczególny przypadek funkcji

CES).

Zadanie 2.25 ([Var97]) Wyprowadź funkcj ↪e kosztów dla technologii

V (y) = {(x1, x2, x3) : x1 + min{x2, x3}  3y}.

Zadanie 2.26 ([Var97]) Dla poniższych funkcji kosztów sprawdź, czy s ↪a
homogeniczne stopnia pierwszego10, monotoniczne, wkl ↪es le oraz ci ↪ag le wzgl ↪e-
dem wielkości produkcji i cen czynników produkcji. Jeśli tak, znajdź postać
odpowiadaj ↪acej im funkcji produkcji, a nast ↪epnie sprawdź czy jest ona homo-
geniczna stopnia pierwszego wzgl ↪edem czynników produkcji. Co to oznacza?

(i) c(w, y) = y
1
2 (w1w2)

3
4 ,

(ii) c(w, y) = y(w1 +
√
w1w2 + w2),

(iii) c(w, y) = y(w1e−w1 + w2),

(iv) c(w, y) = y(w1 −
√
w1w2 + w2),

(v) c(w, y) = (y + 1
y
)
√
w1w2.

Zadanie 2.27 ([Var97]) Niech zbiór wymaganych czynników produkcji firmy
b ↪edzie określony przez V (y) = {x  0 : ax1 + bx2  y2}.

(i) Podaj funkcj ↪e produkcji firmy.

(ii) Wyprowadź funkcje popytu na firmy na czynniki produkcji.

10Funkcj ↪e nazywamy homogeniczn ↪a stopnia pierwszego jeśli dla każdego α  0 zachodzi
f(αx) = αf(x).
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(iii) Jaka jest funkcja kosztów firmy?

Zadanie 2.28 ([MCWG95]) Na rynku dzia la J firm. Przeci ↪etny koszt ca l-
kowity firmy j jest opisany przez ATCj(qj) = α + βjqj, gdzie qj  0 określa
poziom produkcji firmy j. Zauważ, że o ile α jest taka sama dla każdej z
firm, o tyle βi może si ↪e różnić mi ↪edzy nimi. Twoim zadaniem jest określenie
zagregowanego poziomu produkcji q, który zminimalizuje koszty produkcji na
rynku. Zak ladamy q < (α/max |βi|).

(i) Jeśli ∀j, βj > 0, jak powinna zostać roz lożona produkcja mi ↪edzy J firm?

(ii) Jeśli ∀j, βj < 0, jak powinna zostać roz lożona produkcja mi ↪edzy J firm?

(iii) Co jeśli βj > 0 dla niektórych j, a dla pozosta lych βj < 0?

2.3 Zysk i decyzje rynkowe firm

Zadanie 2.29 Oblicz poziom produkcji obrany przez firm ↪e na rynku dos-
konale konkurencyjnym, której koszty ca lkowite s ↪a opisane przez TC(q) =
100 + 6q + q2.

(i) Niech p = 126. Obliczyć utarg, zysk, przeci ↪etny koszt ca lkowity (ATC)
i krańcowy (MC) dla optymalnego poziomu produkcji.

(ii) Przy jakiej cenie zysk spadnie do zera?

(iii) Wyprowadź funkcj ↪e podaży firmy.

Zadanie 2.30 Niech funkcja kosztu ca lkowitego firmy na rynku doskonale
konkurencyjnym przyjmie postać TC(q) = 16+ q2

100 . Wyznaczyć funkcj ↪e podaży
firmy.

Zadanie 2.31 Wyznaczyć krótkookresow ↪a krzyw ↪a podaży firmy, p(q), jeśli
wiemy, że jej koszt ca lkowity ma postać TC(q) = 100 + 12q + q2.

Zadanie 2.32 Funkcja produkcji dla przedsi ↪ebiorstw zajmuj ↪acych si ↪e sk lada-
niem kalkulatorów jest dana przez x = f(L) = 2L

1
2 , gdzie x określa wielkość

produkcji, a L nak lady pracy. Jeśli firma dzia la w warunkach konkurencyj-
nych wyznacz funkcj ↪e podaży x(p, w), gdzie p określa cen ↪e sprzedaży, zaś w
wysokość wynagrodzenia.
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Zadanie 2.33 Firma produkuj ↪aca dobro x dzia la na rynku konkurencyjnym,
sprzedaj ↪ac swój produkt po zadanej cenie p. Jej technologia oparta jest tylko
na pracy L i przyjmuje postać f(L) = Lα, α > 0. Firma jest jedynym pra-
codawc ↪a w regionie i zna dok ladn ↪a postać podaży pracy, któr ↪a można opisać
funkcj ↪a w = γLβ, β > 0. Wyprowadź funkcj ↪e podaży przedsi ↪ebiorstwa i po-
pytu firmy na prac ↪e w zależności od ceny p.

Zadanie 2.34 Przedsi ↪ebiorstwo wie, że jego utarg krańcowy wynosi MR(q) =
100 − 5q, a funkcja kosztu ca lkowitego wynosi TC(q) = 150 + 50q (q okre-
śla wielkość produkcji). Oblicz maksymalny zysk firmy (za lóż, że przy zerowej
produkcji utarg ca lkowity wynosi 0).

Zadanie 2.35 Przedsi ↪ebiorstwo posiada pe ln ↪a informacj ↪e o funkcji popytu
na swoje wyroby, która przyjmuje postać p(q) = 120−4q. Koszt zmienny jed-
nostkowy ma postać AV C(q) = q + 20, a koszt sta ly wynosi FC = 400. Ob-
liczyć dla jakiej wielkości produkcji przedsi ↪ebiorstwo osi ↪aga (i) maksymalny
zysk, (ii) maksymalny utarg, (iii) minimalny przeci ↪etny koszt ca lkowity.

Zadanie 2.36 Niech popyt na dobro b ↪edzie opisany przez D(p) = 50− 0.5p,
a koszt ca lkowity firmy operuj ↪acej na rynku, przez TC(q) = 50 + 40q, gdzie q
określa poziom produkcji. Wyprowadź funkcj ↪e podaży przedsi ↪ebiorstwa. Jaka
cena i jaki poziom produkcji b ↪ed ↪a ustalone w d lugim okresie? Jaka jest cenowa
elastyczność popytu w tym punkcie?

Zadanie 2.37 Niech popyt na dobro x b ↪edzie opisany wzorem p(q) = −10q+
400, a koszty krańcowe i sta le firmy s ↪a określone odpowiednio przez MC(q) =
5q + 100 i FC = 0. Oblicz q, p, MC oraz zysk firmy w d lugim okresie.

Zadanie 2.38 Na rynku doskonale konkurencyjnym firmy wytwarzaj ↪a dane
dobro po kosztach ca lkowitych opisanych przez TC(q) = 0.1q2 + 10q + 40.
(i) Wyznacz funkcj ↪e podaży firmy, (ii) poziom produkcji firm i ich zyski dla
p = 20 oraz poziom produkcji, ceny oraz zyski firm w d lugim okresie?

Zadanie 2.39 ([Var97]) Funkcja popytu na dobro x jest opisana przez p(q) =
10 − q, gdzie q określa sprzedanej ilości dobra. Monopolista posiada techno-
logi ↪e umożliwiaj ↪ac ↪a mu wyprodukowanie maksymalnie 4 jednostek dobra x.
Jak ↪a ilość dobra x sprzeda i po jakiej cenie? Jaka by laby cena gdyby firma
zachowywa la si ↪e doskonale konkurencyjnie? Czy cokolwiek by si ↪e zmieni lo
gdyby monopolista móg l wyprodukować maksymalnie 6 jednostek dobra x?

Zadanie 2.40 W monopolu funkcja utargu krańcowego jest opisana przez
MR(q) = 100−4q, zaś kosztu ca lkowitego za pomoc ↪a TC(q) = 8q2+20q−24.
Jeśli w d lugim okresie wspó lczynnik cenowej elastyczności popytu wynosi ε =
3, jaki jest zysk firmy?
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Zadanie 2.41 ([Var97]) Za lóżmy, że funkcja popytu na rynku monopoli-
stycznym jest opisana przez funkcj ↪e p(q, t), gdzie q określa ilość wyprodukowa-
nego dobra, a t jest parametrem charakteryzuj ↪acym preferencje konsumentów.
Dla uproszczenia, niech koszty krańcowe monopolisty b ↪ed ↪a sta le. Wyprowadź
zależność ukazuj ↪ac ↪a jak poziom produkcji reaguje na zmiany parametru t. W
jaki sposób upraszcza si ↪e ta zależność, jeśli popyt przyjmie szczególn ↪a postać
p(q, t) = a(q) + b(t) (wskazówka: skorzystaj z twierdzenia o funkcji uwik la-
nej, dla uproszczenia za lóż dwukrotn ↪a różniczkowalność funkcji p i odrzuć
rozwi ↪azania brzegowe).

Zadanie 2.42 Przedsi ↪ebiorstwo wyst ↪epuj ↪ace na rynku posiadaj ↪a technologi ↪e,
przy której koszt krańcowy wynosi MC = 40, a koszt sta ly FC = 50. Dla
posegmentowanego rynku monopolistycznego możliwe jest określenie postaci
popytu każdego z segmentów: D1(p1) = 32− 0.4p1, D2(p2) = 18− 0.1p2.

(i) Wyznacz ceny i ilości produkowane dla każdego z segmentów rynku
przez analizowan ↪a firm ↪e. Oblicz jej zysk.

(ii) Za lóżmy, że firma nie różnicuje cen produktów na obydwu rynkach. Jak
zmieni si ↪e zysk i ilość produkowanych dóbr?

Zadanie 2.43 ([CN00]) Mafia zaopatruje miasto w alkohol z przemytu. Sprze-
daje go w kasynach gry, które zg laszaj ↪a popyt w wysokości Dk(pk) = 240−2pk,
oraz klubach nocnych, zg laszaj ↪acych popyt na poziomie Dn(pn) = 40− 0.5pn.
Wiadomo, że bywalcy obydwu miejsc nie zmieni ↪a miejsca sp ↪edzania czasu,
nawet jeśli ceny alkoholu b ↪ed ↪a si ↪e istotnie różni ly. Jedyny koszt przemytu al-
koholu to 20, które pod postaci ↪a  lapówki mafia musi zap lacić komendantowi
policji od każdej butelki.

(i) Ile wynosz ↪a ceny oraz  l ↪aczna sprzedaż alkoholu, w przypadku gdy mafia
różnicuje ceny?

(ii) Jaka b ↪edzie cena i ilość produkcji, jeśli mafia nie b ↪edzie różnicować cen?

Zadanie 2.44 ([Var97]) Monopolista sprzedaje swoje produkty na dwóch
rynkach. Popyt na jego produkty jest zadany przez D1(p1) = a1 − b1p1 na
rynku 1 oraz D2(p2) = a2 − b2p2 na rynku 2, gdzie p1 i p2 to ceny dóbr
odpowiednio na rynku 1 i 2. Koszty krańcowe monopolisty s ↪a zerowe. O ile
monopolista może sprzedawać produkty na obydwu rynkach po różnej cenie,
o tyle w ramach jednego rynku cena musi być jednakowa.

(i) Przy jakich warunkach na lożonych na (a1, a2, b1, b2), monopolista nie
b ↪edzie chcia l różnicować ceny na obydwu rynkach (za lóż wewn ↪etrzność
rozwi ↪azań)?
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(ii) Niech Di(pi) = aip
−bi
i , i = 1, 2, a koszty krańcowe monopolisty b ↪ed ↪a

równe c > 0. Przy jakich warunkach na lożonych na (a1, a2, b1, b2) mo-
nopolista nie b ↪edzie chcia l różnicować ceny na obydwu rynkach (za lóż
wewn ↪etrzność rozwi ↪azań)?

Zadanie 2.45 ([Var97]) Jednym z powszechnych przejawów dyskryminacji
cenowej jest pobieranie od konsumentów sta lej kwoty za prawo do zakupu
dobra, a nast ↪epnie pobieranie od nich op lat za każd ↪a zakupion ↪a jednostk ↪e.
Standardowym przyk ladem s ↪a parki rozrywki, gdzie wpierw p laci si ↪e za wst ↪ep
do parku, a nast ↪epnie należy dop lacić za każd ↪a atrakcj ↪e. Tego typu praktyka
cenowa nosi nazw ↪e two part tariff. Za lóżmy, że na rynku popyt na dane
dobro jest zadane funkcj ↪a p(q), a koszty monopolisty za pomoc ↪a c(q). Jeśli
monopolista b ↪edzie stosowa l polityk ↪e cenow ↪a opisan ↪a jak powyżej, to czy b ↪edzie
produkowa l wi ↪ecej niż gdyby nie prowadzi l takiej polityki cenowej?

Zadanie 2.46 Monopolista maksymalizuje pD(p) − c(D(p)), gdzie D jest
funkcj ↪a popytu na dane dobro, p jego cen ↪a, a c kosztami ca lkowitymi produk-
cji. Chc ↪ac przechwycić cz ↪eść zysku monopolistycznego, rz ↪ad nak lada podatek
w wysokości t na przychody monopolisty, w wyniku czego celem monopolisty
staje si ↪e maksymalizacja

(1− t)pD(p)− c(D(p)).

Za lóż różniczkowalność podanych funkcji i wewn ↪etrzność rozwi ↪azań.

(i) Podatek zwi ↪eksza, czy zmniejsza produkcj ↪e monopolisty?

(ii) Za lóżmy, że rz ↪ad decyduje si ↪e przekazać uzyskany dochód konsumen-
tom. Dzi ↪eki temu, każdy z konsumentów otrzymuje rabat od ceny każdej
jednostki dobra w wysokości t na kupowane dobro. Jak teraz podatek t
wp lywa na poziom produkcji monopolisty?

Zadanie 2.47 ([Var97]) Na rynku dzia la duża liczba firm produkuj ↪acych
dobro y przy kosztach ca lkowitych

TC(w1, w2, q) = (q2 + 1)w1 + (q2 + 2)w2,

gdzie q określa poziom produkcji dobra y, a w1, w2 cen ↪e czynników produkcji.

(i) Znajdź krzyw ↪a przeci ↪etnego kosztu ca lkowitego firmy i przeanalizuj jej
zmiany wzgl ↪edem stosunku cen czynników produkcji (w1

w2
).

(ii) Podaj krótkookresow ↪a krzyw ↪a podaży każdej z firm.
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(iii) Podaj d lugookresow ↪a krzyw ↪a podaży sektora.

(iv) Zapisz zbiór wymaganych czynników produkcji pojedynczej firmy.

Zadanie 2.48 Za lóżmy, że w ga l ↪ezi dzia la 100 identycznych firm. Każda z
nich ma krótkookresow ↪a krzyw ↪a kosztu ca lkowitego TC(q) = q3

300 − 0.2q2+ 4q,
gdzie q określa wielkość produkcji dobra x.

(i) Oblicz krótkookresow ↪a krzyw ↪a podaży jako funkcj ↪e ceny p.

(ii) Zak ladaj ↪ac brak zależności mi ↪edzy kosztami firm w ga l ↪ezi, wylicz krzyw ↪a
podaży ca lego rynku.

(iii) Przyjmuj ↪ac funkcj ↪e popytu rynkowego Q(p) = −200p+12000 wyznaczyć
kombinacj ↪e cena-ilość zapewniaj ↪ac ↪a równowag ↪e w ga l ↪ezi.

Zadanie 2.49 Na rynku doskonale konkurencyjnym w d lugim okresie sprze-
daje si ↪e 200 sztuk dobra x po cenie p = 9. Zak ladaj ↪ac, że na rynku funk-
cjonuj ↪a przedsi ↪ebiorstwa o jednakowej technologii (FC = 1000, AV C = 3,
maksymalna zdolność produkcyjna wynosi 500), ustalić ile przedsi ↪ebiorstw
może utrzymać si ↪e na rynku (przyjmujemy, że produkcja rozk lada si ↪e równo-
miernie mi ↪edzy firmy). Co zmieni si ↪e jeśli sprzedaż wyniesie 600 sztuk dobra
x po cenie p = 8.5?

Zadanie 2.50 Respektuj ↪ac za lożenia zadania 2.49, określić ile firm utrzyma
si ↪e na rynku jeśli w d lugim okresie sprzedaje si ↪e 600 sztuk dobra x po cenie
p = 8.5, gdy przeci ↪etne koszty ca lkowite (AV C) wzros ly do 4?

Zadanie 2.51 ([Var97]) Farmer produkuje kukurydz ↪e wykorzystuj ↪ac do tego
ziemi ↪e i prac ↪e. Koszt pracy, poniesiony aby wyprodukować y kwintali kuku-
rydzy wynosi c(y) = y2. Istnieje 100 identycznych farm, które konkuruj ↪a ze
sob ↪a na zasadach doskona lej konkurencji.

(i) Podaj krzyw ↪a podaży indywidualnego farmera.

(ii) Podaj rynkow ↪a krzyw ↪a podaży.

(iii) Za lóżmy, że krzywa popytu na kukurydz ↪e jest opisana przez funkcj ↪e
D(p) = 200 − 50p. Jaka jest cena i ilość kukurydzy produkowana w
d lugim okresie?

18



Zadanie 2.52 Niech funkcja popytu ma postać p(q) = 8.5 − 0.0025q, gdzie
q określa poziom podaży (popytu) dobra x w ga l ↪ezi. Wszystkie firmy wytwa-
rzaj ↪ace dobro x posiadaj ↪a identyczn ↪a technologi ↪e (FC = 1000, AV C = 3,
maksymalna zdolność produkcyjna q̄ = 500). Ile przedsi ↪ebiorstw utrzyma si ↪e
na rynku w d lugim okresie? Ile wytwarzać b ↪edzie pojedyncze przedsi ↪ebiorstwo
przy równomiernym roz lożeniu produkcji? Co zmieni si ↪e jeżeli krzywa po-
pytu przyjmie postać (i) p(q) = 6.5 − 0.0025q, (ii) p(q) = 7.5 − 0.0025q?
Dla każdej z podanych krzywych popytu, prosz ↪e określić maksymaln ↪a liczb ↪e
przedsi ↪ebiorstw na rynku, jeśli AV C wzrośnie do 4.5.

Zadanie 2.53 ([Var97]) Na tropikalnej wyspie mieszka stu szkutników, po-
numerowanych od 1 do 100. Każdy z nich może rocznie wybudować maksy-
malnie 12  lodzi i każdy d ↪aży do maksymalizacji zysku. Niech yi określa liczb ↪e
 lodzi wybudowanych przez i-tego szkutnika. Za lóżmy, że koszty produkcji  lodzi
i-tego szkutnika wynosz ↪a ci(yi) = 11 + i · yi, gdzie i = 1, 2, . . . , 100. Za lóżmy,
że sta ly koszt 11, jest quasi-sta ly, tj. szkutnik ponosi go tylko w przypadku,
gdy obiera niezerowy poziom produkcji. Jeśli cena lodzi wynosi 25, ilu szkutni-
ków obierze niezerowy poziom produkcji? Ile  lodzi zostanie wyprodukowanych
w ci ↪agu roku?

Zadanie 2.54 ([Var97]) Rynek posiada nast ↪epuj ↪ac ↪a struktur ↪e. Operuje na
nim 50 firm, zachowuj ↪acych si ↪e doskonale konkurencyjnie i posiadaj ↪acych
identyczn ↪a technologi ↪e. Koszty produkcji każdej z nich wynosz ↪a c(y) = y2/2.
Na rynku dzia la również monopolista o zerowych kosztach krańcowych. Popyt
rynkowy jest zadany przez

D(p) = 1000− 50p.

(i) Jaki jest poziom produkcji maksymalizuj ↪acy zysk monopolisty?

(ii) Jaka jest cena maksymalizuj ↪aca zysk monopolisty?

(iii) Jak ↪a ilość dobra oferowa lby sektor doskonale konkurencyjny po tej ce-
nie?

Zadanie 2.55 Pomimo, iż wydaje si ↪e być logiczne, że celem firmy jest mak-
symalizacja zysku, można postawić pytanie, dlaczego nie dopuszcza si ↪e innych
możliwości, np.: maksymalizacji utargu przedsi ↪ebiorstwa albo liczby pracow-
ników? Warto pami ↪etać, że cel firmy jest określony przez jej w laścicieli, a ci
jakby nie by lo, s ↪a również konsumentami. W poniższym zadaniu przekonasz
si ↪e, że celem w laścicieli firm zawsze b ↪edzie maksymalizacja zysku11.

11Szersza dyskusja tego problemu zosta la zaprezentowana m.in. w [MCWG95].
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Za lóżmy, że w gospodarce doskonale konkurencyjnej istnieje N firm, któ-
rych w laścicielami jest M konsumentów. Poprzez w lasność rozumiemy, iż
konsument i posiada udzia l θij  0 w firmie j. Oczywíscie

∑
i θij = 1, a

wi ↪ec wszystkie udzia ly firmy j s ↪a w posiadaniu konsumentów. Dodatkowo
dopuszczamy możliwość, że dla niektórych i, j θij = 0, czyli konsument i nie
musi mieć udzia lów wszystkich firm.

Każda z firm produkuje oddzielne dobro j w ilości xj po zadanej cenie pj.
Zysk każdej z nich wynosi pjxj−cj(xj), gdzie cj określa koszty ca lkowite j-tej
firmy. Konsument maksymalizuje swoj ↪a użyteczność z konsumpcji wszystkich
dóbr, przy zadanych cenach. Jego dochód stanowi suma przychodów z zysków
firm oraz sta ly dochód wi, pochodz ↪acy z innego źród la.

Dla uproszczenia przyjmujemy, że użyteczność ui konsumenta jest wkl ↪es la
i dwukrotnie różniczkowalna, a koszty każdego z przedsi ↪ebiorstw cj wypuk le i
dwukrotnie różniczkowalne. Dodatkowo zak ladamy, że zysk każdej z firm musi
być nieujemny. Problem konsumenta i można tym samym zapisać jako

max{xj}Nj=1 ui(x1, . . . , xN)

p.w.
∑N
j=1 pjxj ¬ wi +

∑N
j=1 θij [pjxj − cj(xj)] ,

pjxj − cj(xj)  0,∀(j = 1, . . . , N).

(i) Zapisz funkcj ↪e Lagrange’a odpowiadaj ↪ace powyższemu problemowi.

(ii) Wyprowadź warunki pierwszego rz ↪edu na maksymalizacj ↪e użyteczności
konsumenta.

(iii) Na podstawie warunków pierwszego rz ↪edu z podpunktu (ii) pokaż, że
konsument maksymalizuje swoj ↪a użyteczność w punkcie, dla którego
spe lniony jest warunek maksymalizacji zysku każdej z firm.
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3 Teoria równowaga ogólnej

Zadanie 3.1 ([Var97]) Narysuj skrzynk ↪e Edgewortha z nieskończon ↪a liczb ↪a
cen, określaj ↪acych równowagi walrasowskie.

Zadanie 3.2 ([Var97]) Rozpatrz poniższy rysunek. Czy alokacja x∗ jest Pa-
reto-optymalna? Czy można dla tej alokacji zastosować drugie twierdzenie
dobrobytu (tj. czy istniej ↪a takie ceny, dla których alokacja x∗ b ↪edzie osi ↪a-
gni ↪eta w wyniku wymiany pomi ↪edzy konsumentami, dla dowolnego zasobu
pocz ↪atkowego)? Uzasadnij odpowiedź.

Zadanie 3.3 ([Var97]) Pokaż graficznie za pomoc ↪a skrzynki Edgewortha,
że jeśli preferencje konsumentów s ↪a lokalnie nienasycone, to równowaga Wal-
ras jest Pareto-optymalna.

Zadanie 3.4 ([CN00]) W gospodarce żyj ↪a dwie osoby A i B, które kon-
sumuj ↪a dwa dobra, x i y. Wyposażenie pocz ↪atkowe osoby A wynosi wA =
(20, 10), a osoby B, wB = (50, 20). Obie osoby maj ↪a identyczne funkcje uży-

teczności u(x, y) = x
1
4y
3
4 . Jeśli px = 1, ile wynosi py w ADCE?

Zadanie 3.5 Rozpatrzmy gospodark ↪e wymiany, w której dzia la dwóch kon-
sumentów i istniej ↪a dwa dobra. Pierwszy z nich ma zadane preferencje przez
funkcj ↪e u1(x1, x2) = xα1x

1−α
2 , zaś drugi przez u2(x1, x2) = xβ1x

1−β
2 . Pocz ↪atkowy

zasób każdego z nich to ωi = (1, 1). Znajdź ceny oczyszczaj ↪ace rynek. Podaj
alokacje obrane w równowadze Arrow-Debreu.
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Zadanie 3.6 ([Var97]) Za lóżmy że w gospodarce wymiany istnieje dwóch
konsumentów (A i B) z identycznymi preferencjami opisanymi za pomoc ↪a
funkcji uA(x1, x2) ≡ uB(x1, x2) ≡ max{x1, x2}. Pocz ↪atkowy zasób w ca lej go-
spodarce obejmuje 1 jednostk ↪e dobra 1 i 2 jednostki dobra 2. Narysuj skrzynk ↪e
Edgewortha ilustruj ↪ac ↪a silnie i s labo Pareto-optymalne alokacje.

Zadanie 3.7 Rozpatrzmy gospodark ↪e wymiany, w której wyst ↪epuje dwóch
konsumentów i istniej ↪a dwa dobra. Pierwszy z nich ma zadane preferencje
przez funkcj ↪e u1(x1, x2) = α log x1+(1− α) log x2, zaś drugi przez u2(x1, x2) =
β log x1+(1− β) log x2. Pocz ↪atkowy zasób pierwszego z nich to ω1 = (2, 1), a
drugiego ω1 = (1, 2). Znajdź ceny oczyszczaj ↪ace rynek. Podaj alokacje obrane
w równowadze Arrow-Debreu.

Zadanie 3.8 ([Var97]) Konsument A posiada preferencje opisane za po-
moc ↪a uA(x1, x2) = x1+x2, a konsument B preferencje zadane przez uB(x1, x2) =
max{x1, x2}. Pocz ↪atkowy zasób każdego z nich to (12 ,

1
2).

(i) Naszkicuj powyższy przyk lad wykorzystuj ↪ac skrzynk ↪e Edgewortha.

(ii) Jaka jest równowagowa relacja cen p1 i p2?

(iii) Jaka alokacja jest obrana w równowadze Arrow-Debreu?

Zadanie 3.9 ([Var97]) W gospodarce wymiany wyst ↪epuje 15 konsumentów
i istniej ↪a 2 dobra. Konsument 3 ma preferencje określone przez u3(x1, x2) =
log x1+log x2. W jednej w Pareto-optymalnych alokacji x∗ konsument 3 otrzy-
muje koszyk (10, 5). Znajdź ceny, przy których alokacja x∗ zosta la osi ↪agni ↪eta?

Zadanie 3.10 ([Var97]) Rozpatrzmy gospodark ↪e, w której wyst ↪epuj ↪a dwie
firmy i dwóch konsumentów. Firma 1 jest w ca lkowitym posiadaniu przez
konsumenta 1. Produkuje ona armaty z oleju, wykorzystuj ↪ac technologi ↪e opi-
san ↪a funkcj ↪a produkcji a = 2x. Firma 2 jest w ca lkowitym posiadaniu przez
konsumenta 2 i produkuje ona mas lo z oleju, przy wykorzystaniu technologii
opisanej przez m = 3x. Każdy z konsumentów posiada wst ↪epnie po 10 jedno-
stek oleju. Użyteczność konsumenta 1 jest zadana przez u1(a,m) = a0.4m0.6,
zaś drugiego przez u1(a,m) = 10 + 0.5 log a+ 0.5 logm.

(i) Określ ceny armat, mas la i oleju oczyszczaj ↪ace rynek.

(ii) Ile mas la i armat konsumuje każdy z konsumentów w ADCE?

(iii) Ile oleju zużywa każda z firm w ADCE?
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Zadanie 3.11 ([CN00]) W zamkni ↪etej gospodarce s ↪a produkowane dwa do-
bra, x i y, oraz zatrudniane dwa czynniki produkcji, kapita l (K) i praca (L).
Podaż obydwu czynników jest doskonale nieelastyczna, a na wszystkich ryn-
kach panuje doskona la konkurencja, na której osi ↪agana jest d lugookresowa
równowaga. Funkcje produkcji obydwu dóbr opisane s ↪a w nast ↪epuj ↪acy spo-
sób.

x = fx(Kx, Lx) = 48
1
4K

3
4
x L

1
4
x ,

y = fy(Ky, Ly) = 3
1
4K

1
4
y L

3
4
y ,

gdzie Ki, Li, i = x, y, określaj ↪a odpowiednio poziomy kapita lu i pracy zatrud-
nionych w danym sektorze. Wszyscy konsumenci w gospodarce maj ↪a jedna-
kowe preferencje określone przez u(x, y) = x

1
2y
1
2 .  L ↪aczna wartość kapita lu w

gospodarce wynosi K = 324, a liczba pracowników wynosi L = 2500. Cena
dobra x wynosi px = 100.

(i) Podaj cen ↪e dobra y w równowadze Arrow-Debreu.

(ii) Podaj cen ↪e po jakiej wynajmowany jest kapita l w ADCE.

(iii) Podaj p lac ↪e otrzymywan ↪a przez jednego pracownika w ADCE.

Zadanie 3.12 W tym zadaniu rozpatrzymy problem z zadania 1.16 w wa-
runkach równowagi ogólnej. Rozpatrz gospodark ↪e z jednym konsumentem i
jedn ↪a firm ↪a. Konsument posiada pocz ↪atkowy zasób kapita lu w wysokości k0,
oraz jednostk ↪e czasu wolnego, któr ↪a może rozdzielić pomi ↪edzy prac ↪e (l) i czas
wolny (n) (tym samym l + n = 1). Konsument wynajmuje firmie swój ka-
pita l po cenie r oraz prac ↪e, otrzymuj ↪ac wynagrodzenie w. Ca ly swój dochód
przeznacza na konsumpcj ↪e, któr ↪a nabywa po zadanej cenie p. Preferencje kon-
sumenta s ↪a opisane za pomoc ↪a u(c, n) = cαn1−α.

Firma wynajmuje od konsumenta prac ↪e i kapita l po zadanych cenach w i r,
aby zmaksymalizować zysk z produkcji dobra konsumpcyjnego, uzyskiwanego
za pomoc ↪a technologii opisanej przez f(K,L) = KβL1−β. Firma sprzedaje
dobro konsumpcyjne po zadanej cenie p.

(i) Pokaż, że niezależnie od ceny r, konsument b ↪edzie wynajmowa l ca ly
swój kapita l pocz ↪atkowy k0.

(ii) Zapisz problem konsumenta i odpowiadaj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a, a
nast ↪epnie podaj warunki pierwszego rz ↪edu na optymalny poziom c, l
oraz n.

(iii) Zapisz problem firmy, a nast ↪epnie podaj warunki pierwszego rz ↪edu na
maksymalizacj ↪e jej zysku.

23



(iv) Znajdź ceny r, w, p, oczyszczaj ↪ace rynek. Podaj alokacj ↪e c, l, n, k
obierane w równowadze Arrow-Debreu.
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4 Wartość pieni
↪
adza w czasie

We wszystkich z poniższych zadań zak ladamy zerow ↪a inflacj ↪e.

Zadanie 4.1 Pewna inwestycja trwa 2 lata, a rozk lad nak ladów inwestycyj-
nych w czasie jest nast ↪epuj ↪acy: 1 rok - 31 mln z l, 2 rok - 1 mln z l. Obiekt
funkcjonuje przez 3 lata przynosz ↪ac zyski po 13 mln z l rocznie. Czy inwestycja
jest op lacalna? Czy coś zmieni si ↪e jeśli nak lady inwestycyjne b ↪ed ↪a roz lożone
1 rok - 1 mln z l, 2 rok - 31 mln z l?

Zadanie 4.2 Rozważamy kupno modemu maj ↪ac do wyboru urz ↪adzenia: PL
Robotics i Pyxel. Parametry urz ↪adzeń s ↪a nast ↪epuj ↪ace: PL Robotics: cena: 300
z l; szybkość: 15 tys. bit/sec, Pyxel: cena 1550 z l; szybkość: 27 tys. bit/sec.
Roczne zapotrzebowanie na informacje jest 30 mld bitów. Koszt po l ↪aczenia
telefonicznego wynosi 3.6 z l/h. Okres eksploatacji urz ↪adzenia 4 lata. Które
urz ↪adzenie op laca si ↪e kupić? Co b ↪edzie, gdy zapotrzebowanie na informacje
jest 25 mld bitów?

Zadanie 4.3 Czy kupi labyś za 120 z l obligacj ↪e o wartości nominalnej 200 z l
i terminie wykupu za 3 lata, jeśli wiesz, że jej oprocentowanie wynosi 2.5%
rocznie, stopa lokaty bankowej 5.0%, a stopa ryzyka 7.0%?

Zadanie 4.4 Marynarz ze statku handlowego Jej Królewskiej Mości rozbi l
si ↪e na bezludnej wyspie. Jest jedynym, który przeży l. Z wraku statku uda lo
mu si ↪e uratować w kilogramów żywności, która nie ma terminu przedawnienia
ważności. Jednodniowa użyteczność marynarza jest opisana przez log c, gdzie
c to wielkość zjedzonego posi lku. Jeśli rozbitek wie, że za T dni przyp lynie po
niego statek ratunkowy, jakie b ↪edzie optymalne rozdysponowanie żywności (z
uwzgl ↪ednieniem dyskontowania β ∈ (0, 1))?

Zadanie 4.5 Rozpatrzmy podobny problem, jak w zadaniu 4.4, lecz tym ra-
zem marynarz nie uratowa l żywności, ale ziarna (w ilości w), które może
zarówno zasadzić, jak i zjeść. Jeśli zasadzi s ziaren jednego dnia, to nast ↪ep-
nego otrzyma ich f(s) = sα. Zak ladamy, że w wilgotnym klimacie tropikalnym
nasiona szybko gnij ↪a, dlatego wszystkie ziarna, które nie zosta ly zjedzone lub
zasadzone przez marynarza, niszczej ↪a. Jednodniowa użyteczność rozbitka wy-
nosi log c, a czynnikiem dyskontuj ↪acym jest β ∈ (0, 1).

(i) Zapisz problem optymalizacyjny marynarza (wskazówka: przypomnij so-
bie zadanie 1.21) oraz odpowiadaj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a.

(ii) Podaj optymaln ↪a ścieżk ↪e konsumpcji marynarza.

25



Zadanie 4.6 Firmy x i y operuj ↪a na rynku duopolistycznym. Ponieważ po-
siadaj ↪a t ↪e sam ↪a technologi ↪e produkcji, dziel ↪a si ↪e po równo zyskami na rynku.
Zysk osi ↪agany w ci ↪agu jednego roku przez każd ↪a z nich wynosi $10 mld. Firma
x zastanawia si ↪e nad kupnem firmy y, by osi ↪agn ↪ać pozycj ↪e monopolistyczn ↪a
na omawianym rynku. Jeśli dosz loby do przej ↪ecia, firma x osi ↪aga laby roczny
zysk w wysokości $17 mld. Stopa zwrotu z d lugookresowych obligacji wynosi
5%.

(i) Jeśli sytuacja obu firm jest na tyle silna, że na rynku duopolistycznym
b ↪ed ↪a otrzymywać sta le zyski do końca świata, jaka jest ich rynkowa
wartość?

(ii) Jaka b ↪edzie wartość firmy x jeśli dojdzie do przej ↪ecia?

(iii) Jaka jest maksymalna cena jak ↪a zap laci za przej ↪ecie firmy y zap laci
firma x? Jaka jest minimalna cena, po jakiej w laściciele firmy y sprze-
dadz ↪a swoj ↪a firm ↪e? Czy dojdzie do przej ↪ecie? Uzasadnij.
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5 Wybór w warunkach ryzyka

Zadanie 5.1 ([CN00]) Vanessa ma skrzypce Stradivarius warte $400 000.
Ponieważ skrzypaczka podróżuje, instrument ma 5% szanse na ca lkowite znisz-
czenie. Vanessa oprócz skrzypiec ma lokat ↪e w banku w wysokości $22 500.
Jej funkcja użyteczności z posiadanego maj ↪atku wynosi u(w) =

√
w, gdzie w

określa poziom posiadanego maj ↪atku. Ile Vanessa b ↪edzie sk lonna zap lacić za
ubezpieczenie skrzypiec?

Zadanie 5.2 ([Var97]) W wyniku rzutu monet ↪a, z prawdopodobieństwem p
otrzymujemy reszk ↪e. Otrzymujesz propozycje zak ladu, w którym możesz otrzy-
mać $2j jeśli w j-tym rzucie wypadnie reszka.

(i) Jaka jest oczekiwana wygrana w tym zak ladzie, jeśli przyjmiemy p = 1
2 .

(ii) Za lóżmy, że Twoja oczekiwana użyteczność jest określona przez u(x) =
log x. Wyraź użyteczność tej gry za pomoc ↪a sumy.

(iii) Oblicz wartość tej sumy (podpowiedź:
∑∞
j=1 j(1− p)j−1 = 1

p2
).

(iv) Niech w0 b ↪edzie kwot ↪a, która dostarczy laby Ci tyle samo użyteczności.
Wyznacz w0.

Zadanie 5.3 ([CN00]) Michael lubi ryzyko i chce si ↪e ożenić z Betty. Ona
zaproponowa la mu nast ↪epuj ↪acy uk lad. Jeśli ich ma lżeństwo przetrwa rok,
Betty dostanie od m ↪eża $20 mld, w przeciwnym wypadku, to ona wyp laci
Michaelowi $20 mld z tytu lu odszkodowania za straty moralne. Użyteczność
Michaela ma postać u(w) = w2. Michael ocenia, że ma lżeństwo ma 60% szans
na przetrwanie jednego roku, a jego obecny maj ↪atek wynosi $40 mld.

(i) Czy Michael b ↪edzie sk lonny przyj ↪ać propozycj ↪e Betty, czy b ↪edzie wola l
pozostać przy swoim maj ↪atku?

(ii) Wykaż, że Michael jest ryzykantem.

Zadanie 5.4 ([Var97]) Użyteczność konsumenta opisuje funkcja u(w) =√
w. Pocz ↪atkowo jego zasób wynosi $4. Jest on w posiadaniu kuponu na lo-

teri ↪e, którego wartość wyniesie $12 z prawdopodobieństwem 1
2 lub $0 z tak ↪a

sam ↪a szans ↪a. Podaj oczekiwan ↪a użyteczność konsumenta. Jaka jest najniższa
cena p, po której odsprzeda lby kupon?

Zadanie 5.5 ([Var97]) Użyteczność konsumenta opisuje funkcja u(w) =
logw. Otrzyma l on propozycj ↪e rzutu monet ↪a wiedz ↪ac, że z prawdopodobień-
stwem p wypada reszka. Jeśli konsument postawi $x, to wygra w + x, jeśli
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wypadnie reszka, lub w − x, jeśli wypadnie orze l. Znajdź optymaln ↪a wartość
x, jako funkcj ↪e p i w. Dla jakiego prawdopodobieństwa konsument nie b ↪edzie
sk lonny do gry (tj. optymalne x = 0)?

Zadanie 5.6 Rozpatrzmy problem rolnika, którego preferencje s ↪a opisane
przez u(w) = wα, 0 < α < 1, gdzie w określa poziom jego zbiorów. Rolnik z
doświadczenia zna kaprysy pogody i jest w stanie określić, że z prawdopodo-
bieństwem p rok b ↪edzie urodzajny, a z prawdopodobieństwem (1 − p) okolice
nawiedzi kataklizm niszcz ↪acy wi ↪ekszość jego zbiorów. Obecnie maj ↪atek rolnika
wynosi w. Jeśli nadejdzie urodzaj, zbiory rolnika b ↪ed ↪a mia ly wartość w + x.
Jeśli nadejdzie kataklizm, zbiory b ↪ed ↪a warte w − x.

(i) Zapisz użyteczność oczekiwan ↪a rolnika.

(ii) Za lóżmy, że rolnik może si ↪e ubezpieczyć, tj. p lac ↪ac sk ladk ↪e y przeniesie
ca le ryzyko na ubezpieczyciela. Zapisz w najprostszej postaci warunek
na maksymaln ↪a sk ladk ↪e jak ↪a b ↪edzie on gotowy zap lacić.

(iii) Jak wysokość sk ladki zależy od x, p i w.

(iv) Dla jakiego p wartość sk ladki b ↪edzie najniższa (najwyższa)?

Zadanie 5.7 ([CN00]) Jens ma maj ↪atek wart $40 000. Prawdopodobień-
stwo kradzieży wszystkiego co posiada wynosi 1%. Użyteczność Jensa z ma-
j ↪atku jest opisana przez u(w) =

√
w, gdzie w określa jego maj ↪atek. Ile Jens

zap laci za sprawiedliwe aktuarialnie ubezpieczenie?

Zadanie 5.8 ([Var97]) Konsument ma użyteczność o postaci u(w) = −1/w.
Otrzyma l on możliwość zagrania w loteri ↪e, w wyniku której otrzyma w1 z
prawdopodobieństwem p lub w2 z prawdopodobieństwem (1 − p). Jaki powi-
nien być pocz ↪atkowy maj ↪atek, by by lo mu bez różnicy czy zagra w loteri ↪e, czy
nie?

Zadanie 5.9 ([Var97]) Rozpatrz problem konsumenta, który pragnie zmak-
symalizować swój dochód w kolejnym okresie. Wiadomo, że w nast ↪epnym
okresie wyst ↪api jeden ze stanów s = 1, . . . , S, z prawdopodobieństwem ps.
Konsument ma za zadanie obrać swój portfel inwestycyjny a = (a1, . . . , aS),
gdzie as określa ilość akcji danego aktywa. Jeśli w nast ↪epnym okresie wy-
st ↪api stan s, wówczas konsument otrzymuje dochód as. Cena każdego aktywa
wynosi vs, a posiadany maj ↪atek konsumenta to w. Konsument może prze-
nieść swój maj ↪atek na okres nast ↪epny tylko za pomoc ↪a aktywów. Jego celem
jest zmaksymalizować zdyskontowan ↪a wartość oczekiwan ↪a swojej przysz lej wy-
p laty. Niech β = 1

1+r b ↪edzie czynnikiem dyskontuj ↪acym.

28



(i) Znajdź optymalne a dla zadanych prawdopodobieństw stanów ps i cen
vs.

(ii) Jak zmieni si ↪e portfel konsumenta, gdy b ↪edzie on d ↪aży l do maksymaliza-
cji oczekiwanej, przysz lej użyteczności z maj ↪atku, opisanej przez u(w) =
logw?

Zadanie 5.10 ([MCWG95]) Rozpatrzmy gospodark ↪e wymiany w warun-
kach niepewności. W gospodarce wyst ↪epuje dwóch konsumentów, dwa stany
natury i jedno dobro konsumpcyjne. Przed rozwi ↪azaniem niepewności, kon-
sumenci określaj ↪a kontrakty na ceny i ilości dóbr, w zależności od stanu na-
tury, które zostan ↪a zrealizowane, gdy nadejdzie jeden z dwóch stanów na-
tury. Użyteczność pierwszego konsumenta ma postać u1(x) = x, a drugiego
u1(x) = log x. Przez xs,i, s = 1, 2, i = 1, 2, oznaczymy ilość dobra x konsu-
mowanego w stanie s przez konsumenta i, natomiast przez πs,i, subiektywne
prawdopodobieństwo konsument i wyst ↪apienia stanu s. Niech ws b ↪edzie zaso-
bem pocz ↪atkowym, który w stanie s otrzyma każdy z konsumentów.

(i) Czy preferencje konsumentów wykazuj ↪a awersj ↪e do ryzyka? Uzasadnij.

(ii) Za lóżmy, że konsumenci maj ↪a takie same subiektywne prawdopodobień-
stwa wyst ↪apienia każdego ze stanów. Pokaż, że w wewn ↪etrznej ADCE
konsument 2 ubezpiecza si ↪e w ca lości (tj. niezależnie od stanu konsu-
muje tyle samo).

(iii) Za lóżmy tym razem, że konsumenci maj ↪a inne subiektywne prawdo-
podobieństwa wyst ↪apienia każdego ze stanów. Pokaż, że tym razem w
wewn ↪etrznej ADCE konsument 2 nie ubezpiecza si ↪e w ca lości. Jak jest
to uzależnione od różnicy subiektywnych prawdopodobieństw? Pokaż, że
gracz 1 nie zyskuje na wymianie.

Zadanie 5.11 W gospodarce istniej ↪a dwa aktywa ryzykowne i jedno pewne.
Zwrot z pierwszego (odpowiednio drugiego) ryzykownego aktywa wynosi R1
(odpowiednio R2) z prawdopodobieństwem α1 (α2) lub 0 w przeciwnym wy-
padku. Zwrot z pewnego aktywa wynosi R0. Konsument posiada pocz ↪atkowo
maj ↪atek w, który przeznacza w ca lości na powyższe aktywa tak, aby zmaksy-
malizować swoj ↪a użyteczność u(w) = logw. Przez θi, i = 1, 2, 3, oznaczmy
udzia l i-tego aktywa w portfelu konsumenta. Znajdź optymalny portfel konsu-
menta.

Zadanie 5.12 W gospodarce istnieje m aktywów ryzykownych i jedno pewne.
Zwrot z aktywa ryzykownego i jest zmienn ↪a losow ↪a Ri o rozk ladzie normalnym
N(µi, σ2i ), i = 1, . . . ,m. Rozk lady wszystkich aktywów s ↪a od siebie niezależne.
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Zwrot z aktywa pewnego wynosi R0. Konsument posiada pocz ↪atkowy maj ↪a-
tek w wysokości w, który przeznacza w ca lości na powyższe aktywa tak, aby
zmaksymalizować swoj ↪a użyteczność u(w) = w− bw2. Przez θi, i = 1, . . . ,m,
oznaczmy udzia l i-tego aktywa w portfelu konsumenta.

(i) Jaka jest ogólna postać wartości oczekiwanej użyteczności u?

(ii) Znajdź optymalny portfel konsumenta.
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6 Teoria gier

Zadanie 6.1 (Porównywanie monet (matching pennies)) Gra wygl ↪a-
da nast ↪epuj ↪aco. Każdy z dwóch graczy uk lada niezależnie na stole monet ↪e,
odwracaj ↪ac j ↪a jedn ↪a ze stron do góry (or lem - O lub reszk ↪a - R). Nast ↪epnie
gracze jednocześnie ods laniaj ↪a swoje monety. Macierz wyp lat zamieszczono
poniżej.

R O

R 1,-1 -1,1

O -1,1 1,-1

Znajdź równowagi Nasha gry w strategiach czystych i mieszanych.

Zadanie 6.2 Zapisz gr ↪e z zadania 6.1 w postaci ekstensywnej.

Zadanie 6.3 ([Var97]) W poniższej grze znajdź równowagi w strategiach
zdominowanych.

L S P

G 3,3 0,3 0,0

S 3,0 2,2 0,2

D 0,0 2,0 1,1

Najst ↪epnie znajdź wszystkie równowagi Nasha gry w strategiach czystych. Co
możesz powiedzieć o równowagach w strategiach zdominowanych i równowa-
gach Nasha?

Zadanie 6.4 ([FT02]) Udowodnij, że jeśli po iteracyjnym eliminowaniu stra-
tegii zdominowanych pozostaje dok ladnie jeden profil strategii, to musi on być
równowag ↪a Nasha.

Zadanie 6.5 ([MCWG95]) Udowodnij, że (i) jeśli gracz ma dwie s labo do-
minuj ↪ace strategie, to dla każdej strategii obranej przez drugiego gracza, mu-
sz ↪a one dawać tak ↪a sam ↪a wyp lat ↪e. (ii) Podaj przyk lad gry dwuosobowej, w
której gracz pierwszy ma dwie s labo dominuj ↪ace strategie, ale gracz prefero-
wa lby, żeby gracz pierwszy obiera l tylko jedn ↪a z nich.

Zadanie 6.6 ([Var97]) Rozpatrz poniższ ↪a gr ↪e.
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L P

G a,b c,d

D e,f g,h

(i) Jeśli (G,L) jest równowag ↪a w strategiach dominuj ↪acych, jakie warunki
musz ↪a spe lniać a, . . ., h?

(ii) Jeśli (G,L) jest równowag ↪a Nasha, które z warunków zapisanych z
punkcie (i) musz ↪a być spe lnione?

(iii) Jeśli (G,L) jest równowag ↪a w strategiach dominuj ↪acych, to czy musi
ona być równowag ↪a Nasha?

Zadanie 6.7 (Gra w cykora (play chicken)) Dwóch kierowców w roz-
p ↪edzonych samochodach jedzie w swoim kierunku w ↪ask ↪a drog ↪a, na czo lowe
zderzenie. Każdy z nich ma trzy strategie: jechać prosto (JP ), w ostatniej
chwili skr ↪ecić w lewo (SL) lub w ostatniej chwili skr ↪ecić w prawo (SP ). Jeśli
jeden z kierowców skr ↪eci w lewo albo w prawo, podczas gdy drugi pojedzie
prosto, to wygrywa ten który pojecha l prosto (drugi jest cykorem). Jeśli obaj
pojad ↪a prosto, gin ↪a tragicznie w wypadku, podobnie jak w sytuacji, gdy jeden i
drugi postanowi ↪a w ostatniej chwili skr ↪ecić w przeciwnych kierunkach (wtedy
także dochodzi do zderzenia czo lowego, np.: (SL, SP ) lub (SP, SL)). Jeśli si ↪e
min ↪a, nikt nie wygrywa. Wyp laty zapisano w macierzy poniżej.

SL JP SP

SL 0,0 -10,10 -100,-100

JP 10,-10 -100,-100 10,-10

SP -100,-100 -10,10 0,0

(i) Znajdź wszystkie równowagi Nasha w strategiach czystych.

(ii) Znajdź wszystkie równowagi Nasha w strategiach mieszanych.

(iii) Jeśli gracze graj ↪a strategie mieszane, jaka jest szansa, że w równowadze
Nasha żaden z kierowców nie zginie?

Zadanie 6.8 Zapisz gr ↪e z zadania 6.7 w postaci ekstensywnej.
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Zadanie 6.9 ([MCWG95]) Rozpatrz proces negocjacji, podczas którego dwie
jednostki podejmuj ↪a decyzje w sprawie inwestycji, która przyniesie im $100
zysku, ale musz ↪a określić jak zostanie on podzielony. Negocjacje wygl ↪adaj ↪a
nast ↪epuj ↪aco. Każdy z graczy jednocześnie zg lasza swoje ż ↪adanie co do wy-
sokości zysku. Jeśli suma ich ż ↪adań jest wi ↪eksza niż $100, nie dochodz ↪a do
porozumienia i zrywaj ↪a negocjacje nie otrzymuj ↪ac nic w zamian. Jeśli suma
ich ż ↪adań jest mniejsza niż $100, każdy dostaje tyle ile ż ↪ada l, a reszta zostaje
przeznaczona na cele charytatywne.

(i) Podaj silnie zdominowane strategie każdego z graczy.

(ii) Podaj s labo zdominowane strategie każdego z graczy.

(ii) Jakie s ↪a równowagi Nasha w strategiach czystych podanej gry? Czy ist-
niej ↪a równowagi Pareto-optymalne?

Zadanie 6.10 (Model Hottelinga (1929)) W miasteczku wybudowanym
wzd luż prostej drogi, mieszkańcy zamieszkuj ↪a na jej 1 milowym odcinku (mias-
to jest jednostajnie zag ↪eszczone przez nieskończon ↪a mas ↪e mieszkańców na
tym odcinku). Ceny lodów w mieście s ↪a jednakowe w każdej lodziarni, dla-
tego każdy z konsumentów zawsze chodzi do tej, która jest najbliżej jego domu
(zak ladamy, że cena lodów jest na takim poziomie, iż konsument jest gotowy
przej́sć nawet ca l ↪a mil ↪e, żeby je kupić). Jeśli dwie lodziarnie stoj ↪a w jednym
miejscu, dziel ↪a si ↪e sprzedaż ↪a po po lowie.

(i) Rozpatrz przypadek, w którym dwie lodziarnie podejmuj ↪a jednocześnie
decyzj ↪e o swojej lokalizacji. Pokaż, że istnieje dok ladnie jedna równo-
waga Nasha w strategiach czystych, w której obydwie lodziarnie obieraj ↪a
lokalizacj ↪e dok ladnie w środku miasta.

(ii) Pokaż, że jeśli rozpatrzymy tak ↪a sam ↪a gr ↪e z trzema graczami, to nie
istnieje równowaga Nasha gry w strategiach czystych.

Zadanie 6.11 ([Var97]) Rozpatrz nast ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e.

L S P

G 1,0 1,2 2,-1

S 1,1 1,0 0,-1

D -3,-3 -3,-3 -3,-3

(i) Wskaż strategie obu graczy, które s ↪a silnie zdominowane.
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(ii) Wskaż strategie obu graczy, które s ↪a s labo zdominowane.

(iii) Spróbuj znaleźć równowagi w strategiach dominuj ↪acych, a nast ↪epnie
wszystkie równowagi Nasha. Co możesz powiedzieć o tych dwóch typach
równowag? Która jest poj ↪eciem s labszym, a która mocniejszym?

Zadanie 6.12 ([MCWG95]) Rozpatrz nast ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e.

LL L M R

U 100,2 -100,1 0,0 -100,-100

D -100,-100 100,-49 1,0 100,2

(i) Jako gracz 2 (wybieraj ↪ac strategie LL, L, M, R), bez możliwości komu-
nikacji z graczem 1 przed gr ↪a, któr ↪a strategi ↪e byś obra l?

(ii) Jakie s ↪a równowagi Nasha (w strategiach czystych i mieszanych) w po-
wyższej grze?

(iii) Czy strategia obrana w podpunkcie (i) należy do strategii obieranych w
jednej z równowag? Czy Twoja strategia należy do strategii zracjonali-
zowanych12.

(iv) Jeśli by umożliwiono komunikacj ↪e mi ↪edzy graczami przed rozpocz ↪eciem
gry, obra lbyś inn ↪a strategi ↪e niż w podpunkcie (i)?

Zadanie 6.13 ([Var97]) Rozpatrz poniższ ↪a gr ↪e.

L P

G 2,2 -1,-1

D -1,-1 1,1

(i) Znajdź wszystkie równowagi Nasha w strategiach czystych.

(ii) Czy wyst ↪epuj ↪a w tej grze równowagi Pareto-lepsze od innych?

(iii) Za lóżmy, że gracz pierwszy (wybieraj ↪acy strategie G,D) wykonuje ruch
jako pierwszy i zobowi ↪azuje si ↪e do swojej strategii. Czy policzone rów-
nowagi w punkcie (i) dalej s ↪a równowagami Nasha?

12Strategiami zracjonalizowanymi nazywamy strategie, które otrzymano w wyniku ite-
racyjnej eliminacji strategii, które nigdy nie s ↪a najlepsz ↪a odpowiedzi ↪a.
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(iv) Zapisz gr ↪e w postaci ekstensywnej i znajdź wszystkie równowagi Nasha
doskona le ze wzgl ↪edu na podgry gry z punktu (iii).

Zadanie 6.14 ([MCWG95]) Rozpatrz nast ↪epuj ↪ac ↪a sytuacj ↪e. Dwie wrogie
sobie armie decyduj ↪a si ↪e zaj ↪ać wysp ↪e. Genera lowie każdej z nich decyduj ↪a jed-
nocześnie o tym czy zaatakować (A), czy nie zaatakować (NA). Dodatkowo,
każda z armii jest silna (s) albo s laba (w) z równym prawdopodobieństwem
(każda z armii losuje swój typ niezależnie od przeciwnika), a jej typ jest znany
tylko jej genera lowi. Wyp laty s ↪a nast ↪epuj ↪ace. Wyspa jest warta M jeśli zo-
stanie zdobyta. Armia może zdobyć wysp ↪e, jeśli sama zaatakuje, podczas gdy
druga armia nie atakuje, b ↪adź gdy jest silna i atakuje, a druga jest s laba i
atakuje. Jeśli obydwie armie s ↪a tego samego typu i obydwie atakuj ↪a, żadna
z nich nie zdobywa wyspy. Każda armia ponosi koszt walki, który wynosi cs,
jeśli jest silna lub cw jeśli jest s laba (cs < cw).

(i) Zapisz gr ↪e w postaci strategicznej.

(ii) Zapisz gr ↪e w postaci ekstensywnej.

(iii) Jeśli każdy z genera lów b ↪edzie kierowa l si ↪e maksymalizacj ↪a oczekiwanej
wyp laty, jakie b ↪ed ↪a równowagi Nasha gry w strategiach czystych (wska-
zówka: rozpatrz oddzielnie przypadki, gdy analizowana armia jest silna
albo s laba)?

Zadanie 6.15 Rozpatrzmy zmodyfikowana gr ↪e do tej w zadaniu 6.14. Tym
razem jedna z armii zdoby la wysp ↪e wcześniej, a genera l drugiej zastanawia
si ↪e czy j ↪a odbić (zaatakować - A), czy też nie (nie atakować - NA). General
armii pierwszej podejmuje decyzj ↪e jako pierwszy. Może zadecydować o odwro-
cie z wyspy (nie atakuje - NA), lub o bronieniu jej do ostatniego żo lnierza
(atakuje - A). Genera l armii pierwszej zobowi ↪azuje si ↪e do obranej strategii
(jeśli dokona odwrotu, nie zd ↪aży powrócić na pole bitwy, aby bronić wyspy,
a jeśli zadecyduje o obronie, b ↪edzie kaza l spalić wszystkie mosty, które umoż-
liwi lyby ucieczk ↪e jego żo lnierzom). Wyp laty i koszty walki pozostaj ↪a jak w
zadaniu 6.14.

(i) Zapisz gr ↪e w postaci strategicznej.

(ii) Zapisz gr ↪e w postaci ekstensywnej.

(iii) Jeśli każdy z genera lów b ↪edzie kierowa l si ↪e maksymalizacj ↪a oczekiwanej
wyp laty, jakie b ↪ed ↪a równowagi Nasha doskona le ze wzgl ↪edu nad podgry
w strategiach czystych?
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(iv) Porównaj wyniki z zadaniem 6.14. Jak zobowi ↪azania armii pierwszej
wp lywaj ↪a na równowagi gry? Dlaczego palenie za sob ↪a mostów wydaje
si ↪e być dobrym posuni ↪eciem?

Zadanie 6.16 (Gra w stonog
↪
e (centipede game)) W skończonej grze z

pe ln ↪a informacj ↪a dwóch graczy rozpoczyna gr ↪e maj ↪ac przed sob ↪a $1. Nast ↪epnie
na przemian decyduj ↪a, czy chc ↪a kontynuować gr ↪e (c), czy j ↪a zakończyć (s).
Jeśli gracz zdecyduje si ↪e kontynuować gr ↪e (c), s ↪edzia zabiera mu $1 i dok lada
$2 przeciwnikowi. Jeśli gracz zakończy gr ↪e (powie stop - s), gracze otrzymuj ↪a
wyp laty, które zgromadzi ly si ↪e dotychczas na ich kontach. Jeśli żaden z graczy
nie powie stop, gra kończy si ↪e gdy b ↪ed ↪a mieli po $100 każdy.

Znajdź równowag ↪e Nasha doskona l ↪a ze wzgl ↪edu na podgry. Czy istniej ↪a profile
strategii daj ↪ace Pareto-lepsze wyp laty?

Zadanie 6.17 ([MCWG95]) Na rynku wyst ↪epuj ↪a dwie nisze, ma la (M) i
duża (D). Dwie firmy decyduj ↪a jednocześnie czy chc ↪a wej́sć na rynek. Jeśli
firma nie wchodzi na rynek (NW ), otrzymuje wyp lat ↪e 0. Jeśli firma wejdzie
na rynek (W ), a druga nie, pierwsza firma przejmuje wszystkich klientów i
otrzymuje zysk równy 2.

Jeśli obie firmy wejd ↪a na rynek, jednocześnie podejmuj ↪a decyzj ↪e o niszy,
na której chc ↪a operować. Obie firmy ponosz ↪a straty jeśli wybior ↪a t ↪e sam ↪a
nisz ↪e, przy czym straty s ↪a wi ↪eksze jeśli wspólnie wybior ↪a ma l ↪a nisz ↪e (M)
(za lóżmy, że każda firma odnosi strat ↪e −6 jeśli obie wybior ↪a M oraz −3 jeśli
wybior ↪a D). Jeśli jedna firma wybierze duż ↪a nisz ↪e (D), a druga ma l ↪a (M), to
firma operuj ↪aca na dużym rynku odnosi zysk, a druga strat ↪e, przy czym strata
ta jest mniejsza niż w przypadku, gdyby obie firmy obra ly t ↪e sam ↪a nisz ↪e (firma
operuj ↪aca na dużym rynku otrzymuje zysk równy 1, a druga strat ↪e równ ↪a −1).

(i) Zapisz gr ↪e w postaci ekstensywnej.

(ii) Zapisz gr ↪e w postaci strategicznej.
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(iii) Znajdź wszystkie równowagi Nasha doskona le ze wzgl ↪edu na podgry w
strategiach czystych.

Zadanie 6.18 ([MCWG95]) W poniższa gra, w której decyzje s ↪a podejmo-
wane jednocześnie, jest grana dwa razy.

b1 b2 b3

a1 10,10 2,12 0,13

a2 -12,2 5,5 0,0

a3 13,0 0,0 1,1

Gracze obserwuj ↪a strategie przeciwnika i wyp laty pierwszej gry, zanim przy-
st ↪api ↪a do drugiej rozgrywki. Podaj równowagi Nasha doskona le ze wzgl ↪edu na
podgry tej gry.

Zadanie 6.19 ([MCWG95]) Rozpatrz nast ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e.

(i) Znajdź równowagi Nasha doskona le ze wzgl ↪edu na podgry. Czy jest je-
dyna? Czy wyst ↪epuj ↪a inne równowagi Nasha (w strategiach czystych lub
mieszanych)?

(ii) Za lóżmy, że gracz 2 nie obserwuje ruchów gracza 1. Zapisz now ↪a po-
stać ekstensywn ↪a tej gry. Jakie s ↪a równowagi Nasha w zmodyfikowanej
wersji gry (w strategiach czystych i mieszanych)?
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(iii) Za lóżmy, że gracz 2 obserwuje prawdziwy ruch gracza 1 z prawdopo-
dobieństwem p ∈ (0, 1), a nieprawdziwy z prawdopodobieństwem 1 − p
(np.: jeśli gracz 1 gra T, to gracz 2 obserwuje T z prawdopodobieństwem
p oraz B z prawdopodobieństwem 1 − p). Za lóżmy, że każdy z graczy
zna wartość p. Zapisz ponownie ekstensywn ↪a form ↪e gry. Zak ladaj ↪ac, że
graczom zależy na maksymalizacji oczekiwanej wyp laty, wskaż wszystkie
równowagi Nasha doskona le ze wzgl ↪edu na podgry.

Zadanie 6.20 ([MCWG95]) Rozpatrz dwuosobow ↪a gr ↪e w nast ↪epuj ↪acej for-
mie.

b1 b1

a1 u,v l,m

a2 w,x y,z

Pokaż, ze zawsze istnieje równowaga Nasha w strategiach czystych (wskazówka:
zdefiniuj strategi ↪e gracza 1 jako prawdopodobieństwo wybrania strategii a1, a
strategi ↪e gracza 2 jako prawdopodobieństwo obrania strategii b1; nast ↪epnie
przeanalizuj odwzorowania najlepszej odpowiedzi obydwu graczy).
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7 Oligopol

Zadanie 7.1 W duopolu funkcja popytu rynkowego wzgl ↪edem ceny ma postać
D(p) = A − p, A > 0. Obie firmy maj ↪a sta le, choć różne, koszty krańcowe
produkcji, odpowiednio cx i cy. Wylicz produkcj ↪e każdej firmy i ca lego rynku,
cen ↪e oraz zysk firm jeśli: (i) obie zachowuj ↪a si ↪e zgodnie z modelem Cour-
nota, (ii) jedna odgrywa rol ↪e lidera, druga - zachowuje si ↪e zgodnie z modelem
Cournota, (iii) pojawia si ↪e zmowa. Co by by lo gdyby rynek mia l charakter
doskonale konkurencyjny? Jak zmieniaj ↪a si ↪e zyski firm pod wp lywem zmiany
w lasnych kosztów i kosztów rywala?

Zadanie 7.2 ([CN00]) Na rynku oligopolistycznym dzia la dziesi ↪eć firm, ope-
ruj ↪acych przy zerowych kosztach zmiennych. Popyt na dobro jest opisany
funkcj ↪a D(p) = 600−0.25p. Oblicz wielkość produkcji reprezentatywnej firmy
w równowadze Cournot.

Zadanie 7.3 Krzyw ↪a reakcji firmy 1 opisuje funkcja q∗1(q2) = 80 − 0.5q2, a
firmy 2 q∗2(q1) = 80− 0.5q1. Obie firmy operuj ↪a przy sta lych kosztach zmien-
nych. O ile wyższa b ↪edzie cena ustalona w równowadze na rynku oligopoli-
stycznym, od ceny ustalanej na rynku doskonale konkurencyjnym?

Zadanie 7.4 ([Var97]) Za lóżmy, że na rynku wyst ↪epuj ↪a dwie firmy ze sta-
 lymi kosztami krańcowymi, oznaczonymi odpowiednio przez c1 i c2. Niech
c1 < c2. Rynek jest gotów zakupić Q > 0 jednostek dobra od producenta
oferuj ↪acego niższ ↪a cen ↪e. Firmy s ↪a w stanie zaspokoić ca le zapotrzebowanie
rynku.

(i) Zapisz postać indywidualnej funkcji popytu każdej z firm (zależnej od
ceny firmy i jej konkurenta).

(ii) Znajdź równowag ↪e Nasha w strategiach czystych tej gry, jeśli firmy pro-
dukuj ↪ace homogeniczny produkt konkuruj ↪a ze sob ↪a cenowo (przestrzeń
strategii graczy to zbiór liczb rzeczywistych nieujemnych, R+).

(iii) Jak kszta ltowa lyby si ↪e ceny i ilości dóbr na rynku, gdyby firmy zacho-
wywa lyby si ↪e doskonale konkurencyjnie?

Zadanie 7.5 ([Var97]) Niech popyt na rynku dobra x b ↪edzie liniowy, a koszty
krańcowe dwóch operuj ↪acych na nich firm jednakowe i stale równe c. Pokaż,
że w konkurencji Cournot ceny s ↪a zawsze wyższe, a ilości dóbr mniejsze, niż
w przypadku konkurencji Bertranda.
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Zadanie 7.6 Niech koszty krańcowe dwóch firm operuj ↪acych na rynku b ↪ed ↪a
określone przez c1 i c2. Niech c1 < c2. Pokaż, że w przypadku zawi ↪azania
kartelu q1 > q2. Dla uproszczenia przyjmij za lożenie o liniowości popytu.

Zadanie 7.7 ([Var97]) Rozpatrz rynek, na którym operuj ↪a dwie firmy z ze-
rowymi kosztami krańcowymi. Popyt jest zadany za pomoc ↪a funkcji p(Q) =
100−Q, gdzie Q = q1+q2, q1, q2 s ↪a poziomami produkcji odpowiednio pierw-
szej i drugiej firmy.

(i) Znajdź równowag ↪e doskonale konkurencyjna na tym rynku. Ile wynosi
wówczas  l ↪aczna podaż Q?

(ii) Jeśli firmy konkuruj ↪a ze sob ↪a pod wzgl ↪edem ilości produkcji, jaki b ↪edzie
poziom Q w równowadze? Jaka b ↪edzie cena?

(iii) Jeśli firma 1 b ↪edzie zachowywać si ↪e jako lider, a 2 jako naśladowca,
jaka b ↪edzie ilość dobra produkowana w równowadze Stackelberga? Na
jakim poziomie zostanie ustalona cena?

Zadanie 7.8 ([CN00]) Rynek oligopolistyczny tworzy 11 firm sprzedaj ↪a-
cych homogeniczny produkt. Jedna z nich zdominowa la rynek i przyj ↪e la po-
zycj ↪e przywódcy cenowego. Funkcja kosztów firmy dominuj ↪acej przyjmuje
postać TC1(q1) = 3q21. Koszty pozosta lych 10 s ↪a opisane za pomoc ↪a TCi(qi) =
10q2i , i = 2, . . . , 11. Popyt rynkowy jest nast ↪epuj ↪acy: D(p) = 600−3p. Oblicz
poziom produkcji każdej z firm oraz cen ↪e ustalon ↪a w równowadze na rynku.

Zadanie 7.9 W poniższym zadaniu rozpatrzysz model Bertranda ze zróżni-
cowanym produktem. Za lóżmy wyst ↪epowanie na rynku dwóch firm, z których
każda produkuje troch ↪e inny produkt. Popyt na dobro firmy i = 1, 2 b ↪edzie
określony przez Di(p1, p2) = αi−βi(pi− p−i). Koszty krańcowe s ↪a sta le i wy-
nosz ↪a odpowiednio c1 i c2. Jeśli firmy konkuruj ↪a ze sob ↪a cenowo, jaki b ↪edzie
poziom produkcji i ceny w równowadze? Czy firmy b ↪ed ↪a sk lonne do określania
ceny na poziomie kosztu krańcowego? Uzasadnij i zinterpretuj ekonomicznie.

Zadanie 7.10 ([CN00]) Dwie firmy na rynku oligopolistycznym wytwarzaj ↪a
zróżnicowany produkt. Dosz ly one do porozumienia, że najlepiej dla nich b ↪e-
dzie zawi ↪azać kartel i wspólnie maksymalizować zysk ca lego rynku. Koszty
ca lkowite obydwu firm opisane s ↪a odpowiednio przez TC1(q1) = 1.5q21 oraz
TC2(q2) = 3q22 + 8. Popyt na produkt każdego z nich jest opisany przez
p1(q1, q2) = 8−5q1−q2 oraz p2(q1, q2) = 7−q1−2q2. Oblicz wielkość produkcji
każdej z firm, oraz ceny przez nie ustalane.
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8 Niedoskona lości rynku

8.1 Dobra publiczne

Zadanie 8.1 ([CN00]) W miasteczku żyje 3000 osób, które konsumuj ↪a do-
bro prywatne x i dobro publiczne G. Za jednostk ↪e dobra prywatnego należy
zap lacić px = 4, a publicznego pG = 10. Wszyscy maj ↪a tak ↪a sam ↪a funkcj ↪e
użyteczności, opisan ↪a funkcj ↪a u(x,G) = x+G

1
3 . Ile powinna wynosić produk-

cja dobra publicznego w alokacji Pereto-optymalnej? Jaki jest poziom dobra
publicznego w równowadze Nasha?

Zadanie 8.2 ([Var97]) Rozpatrzmy gospodark ↪e sk ladaj ↪ac ↪a si ↪e z dwóch kon-
sumentów, którzy czerpi ↪a użyteczność z konsumpcji dobra prywatnego (xi, i =
1, 2) oraz publicznego (G). Każdy z nich ma jednakowe preferencje u(xi, G) =
Gαx1−αi , i = 1, 2, ale różne zasoby pocz ↪atkowe (odpowiednio w1 i w2). War-
tość dobra publicznego G jest proporcjonalna do sk ladek konsumentów (G =
g1 + g2, gdzie gi określa sk ladk ↪e i-tego konsumenta).

(i) Znajdź równowag ↪e Nasha w strategiach czystych w podanej grze.

(ii) Znajdź optymaln ↪a alokacj ↪e, maksymalizuj ↪ace sum ↪e użyteczności obydwu
graczy.

(iii) Pokaż wielkość efektu gapowicza u każdego z graczy.

(iv) Jak duża musi być różnica pomi ↪edzy dochodami obydwu graczy, aby w
równowadze g2 = 0, tj. ca le dobro publiczne by lo finansowane przez
pierwszego gracza?

Zadanie 8.3 ([CN00]) W gospodarce jest produkowane jedno dobro publiczne
(G) i jedno dobro prywatne (x). Krzyw ↪a możliwości produkcyjnych można
zapisać za pomoc ↪a Y = {(x,G) : x2 + 100G = 5000}. W gospodarce żyje

100 osób, o jednakowych preferencjach opisanych przez ui(xi, G) = x
1/2
i G1/2,

i = 1, . . . , 100, gdzie xi konsumpcj ↪e dobra prywatnego i-tej osoby (przyjmij
xi = x

100).

(i) Ile wynosi optymalny poziom produkcji każdego z dóbr?

(ii) Jaki jest poziom użyteczności jednostki w alokacji Pareto-optymalnej?

Zadanie 8.4 Rozpatrz nast ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e jako rozwi ↪azanie problemu finanso-
wania dyskretnego dobra publicznego. Każdy z dwóch podmiotów określa swój
udzia l bi, i = 1, 2, w finansowaniu dobra publicznego. Jeśli b1+ b2  c, dobro
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publiczne zostaje sfinansowane, a każdy z agentów musi zap lacić określon ↪a
wcześniej kwot ↪e. W przeciwnym wypadku, żaden z nich nic nie p laci. Jeśli wi
określa pocz ↪atkowy maj ↪atek każdego z podmiotów, to ich użyteczność możemy
zapisać jako

ui(wi, bi, ci) =

 wi − bi + c gdy b1 + b2  c,

wi w.p.p.

(i) Pokaż, że w równowadze b1 + b2 = c albo b1 = b2 = 0. Czy w tej grze
wyst ↪epuj ↪a s labo zdominowane strategie?

(ii) Określ wszystkie równowagi Nasha w strategiach czystych tej gry.

(iii) Określ rozwi ↪azania Pareto-optymalne tej gry. Czy należ ↪a one do zbioru
równowag?

(iv) Czy istniej ↪a równowagi, w których dobro nie jest finansowane?

Zadanie 8.5 Rozpatrz gr ↪e jak w zadaniu 8.4, lecz tym razem funkcja uży-
teczności podmiotów ma postać

ui(wi, bi, ci) =

 log (wi − bi + c) gdy b1 + b2  c,

logwi w.p.p.

(i) Określ wszystkie równowagi Nasha tej gry.

(ii) Określ rozwi ↪azania Pareto-optymalne tej gry. Czy należ ↪a one do zbioru
równowag?

(iii) Porównaj wyniki z tymi uzyskanymi w zadaniu 8.4. Ile tym razem ist-
nieje optymalnych rozwi ↪azań? Jeśli w1 < w2, który z graczy b ↪edzie mu-
sia l zap lacić wyższ ↪a sk ladk ↪e?

(iv) Czy istniej ↪a równowagi, w których dobro nie jest finansowane?

Zadanie 8.6 ([Var97]) Pewne nieodkryte plemi ↪e Grads zamieszkuj ↪ace serce
amazońskiej puszczy, charakteryzuje si ↪e tym, że jego cz lonkowie konsumuj ↪a
wy l ↪acznie orzechy kokosowe. Kokosy s luż ↪a im do dwóch celów. Mog ↪a je jeść,
albo poświ ↪ecać w ofierze bogom, podczas rytualnych obrz ↪edów.

Za lóżmy, że każdy i-ty, i = 1, . . . , n, cz lonek plemienia Grad ma pocz ↪at-
kowy zasób kokosów równy wi > 0. Niech xi  0 określa ilość kokosów konsu-
mowanych, a gi  0 ilość kokosów poświ ↪ecanych w ofierze przez i-tego cz lonka
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plemienia. Ca lkowita ilość kokosów przeznaczanych na ofiar ↪e wynosi tym sa-
mym G =

∑n
i=1 gi. Użyteczność każdego z Gradów jest opisana za pomoc ↪a

ui(xi, G) = xi + ai logG,

gdzie ai > 0. Niech G−i =
∑
j 6=i gj, st ↪ad możemy zapisać G = gi + G−i =

gi +
∑
j 6=i gj.

(i) Zapisz problem optymalizacyjny i-tego cz lona plamienia. Zapisz odpo-
wiadaj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a.

(ii) Znajdź odwzorowanie najlepszej odpowiedzi każdego z cz lonków plemie-
nia.

(iii) Czy w tej grze b ↪edzie wyst ↪epowa l efekt gapowicza? Kto b ↪edzie na niego
najbardziej narażony?

(iv) Znajdź optymaln ↪a alokacj ↪e kokosów w plamieniu Gradów.

8.2 Efekty zewn
↪
etrzne

Zadanie 8.7 ([CN00]) Fabryka celulozy produkuje przy kosztach krańco-
wych MCF (q) = 2q. Koszty zewn ↪etrzne dla otoczenia opisane s ↪a za po-
moc ↪a funkcji MCS(q) = q. Popyt na produkt firmy przyjmuje postać D(q) =
280− 2q.

(i) Za lóżmy, że firma zachowuje si ↪e doskonale konkurencyjnie. Podaj cen ↪e
i wielkość produkcji, w przypadku gdy firma nie uwzgl ↪ednia kosztów ze-
wn ↪etrznych.

(ii) Jak zmieni si ↪e poziom produkcji i cena, jeśli firma b ↪edzie uwzgl ↪ednia la
efekty zewn ↪etrzne?

(iii) Jaki podatek w ladze lokalne powinny na lożyć na fabryk ↪e, aby jej poziom
produkcji by l taki, jak gdyby uwzgl ↪ednia la ona efekty zewn ↪etrzne?

(iv) Wykonaj ponownie punkty (i)-(iii) zak ladaj ↪ac, że firma zachowuje sie
jak monopolista. Porównaj wyniki otrzymane w obydwu przypadkach.

Zadanie 8.8 ([Var97]) Za lóżmy, że w gospodarce istnieje tylko dwóch kie-
rowców, którzy zastanawiaj ↪a si ↪e jak szybko jeździć samochodem. Kierowca i
wybiera pr ↪edkość xi, dzi ↪eki której czerpie użyteczność równ ↪a ui(xi), i = 1, 2.
Niestety, im szybciej jeżdż ↪a kierowcy, tym wi ↪eksze prawdopodobieństwo, że
dojdzie do wypadku mi ↪edzy nimi. Niech p(x1, x2) b ↪edzie prawdopodobieństwem
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ich zderzenia. Niech p b ↪edzie rosn ↪ace wzgl ↪edem obydwu argumentów. ci okre-
śla koszty jakie b ↪edzie musia l ponieść każdy z graczy, jeśli dojdzie do wypadku.
Niech użyteczność każdego kierowcy b ↪edzie liniowa wzgl ↪edem pieni ↪edzy, które
posiada.

(i) Pokaż, że każdy z kierowców ma pokus ↪e jeżdżenia szybciej niż wynika-
 loby to ze spo lecznego optimum.

(ii) Jeśli kierowca i b ↪edzie musia l zap lacić mandat ti w razie wypadku, jak
wysokie musia loby być ti aby zinternalizować efekt zewn ↪etrzny szybkiej
jazdy?

(iii) Jeśli wprowadzone zosta ly optymalne mandaty (jednakowe dla wszyst-
kich kierowców), jak wysokie b ↪ed ↪a op laty ponoszone przez kierowców w
razie wypadku? Czy dzi ↪eki mandatom kierowcy b ↪ed ↪a jeździli ze spo lecz-
nie optymalnymi pr ↪edkościami?

(iv) Za lóżmy, że kierowca i otrzymuje użyteczność ui tylko jeśli nie dojdzie
do wypadku. Jak zmienia si ↪e wówczas pr ↪edkość równowagi? Jak ↪a wyso-
kość b ↪ed ↪a mia ly w tym przypadku optymalne mandaty? Czy pr ↪edkości
obierane w równowadze Nasha przez kierowców b ↪ed ↪a spo lecznie opty-
malne?

Zadanie 8.9 ([MCWG95]) Studenci pierwszego roku s ↪a wyj ↪atkowo praco-
wici. Rozpatrz zachowanie studentów w typowej, n-osobowej grupie. Student
i, i = 1, . . . , n, poświ ↪eca hi godzin na nauk ↪e. Wysi lek powoduje spadek jego
użyteczności wed lug formu ly c(hi) = 1

2h
2
i . Satysfakcja studenta jest uzależ-

niona od jego relatywnej pozycji w klasie, tj. u(hi/h̄) = log(hi/h̄), gdzie
h̄ = 1

n

∑n
i=1 hi określa średni czas poświ ↪econy na nauk ↪e w grupie.

(i) Scharakteryzuj symetryczne równowagi Nasha w tej grze.

(ii) Znajdź Pareto-optymalny poziom czasu pracy każdego ze studentów. Po-
równaj z wynikiem otrzymanym z punkcie (i).

8.3 Teoria kontraktów

Zadanie 8.10 ([Var97]) Dr W. i mgr D. prowadz ↪a zaj ↪ecia z mikroekono-
mii. Dr W. jest zainteresowany tym, ile godzin mgr D. prowadzi zaj ↪eć ze
studentami i ile musi mu za to zap lacić. Dr W. pragnie zmaksymalizować
swoj ↪a wyp lat ↪e x− s, gdzie x jest liczb ↪a godzin prowadzonych zaj ↪eć przez mgr
D., a s ca lkowitym wynagrodzeniem jakie musi mu zap lacić. Jeśli mgr D. uczy
x godzin i otrzymuje za to wynagrodzenie s, jego wyp lata wynosi s − c(x),
gdzie c(x) = 1

2x
2.
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(i) Jeśli Dr W. obiera x oraz s aby zmaksymalizować swoj ↪a wyp lat ↪e, pa-
mi ↪etaj ↪ac o tym, że mgr D. musi chcieć dla niego pracować, ile godzin
ćwiczeń b ↪edzie prowadzi l mgr D.?

(ii) Ile Dr W. zap laci mgr D.?

(iii) Za lóżmy, że Dr. W wprowadza nast ↪epuj ↪acy plan motywacyjny. Określa
wynagrodzenie na poziomie s(x) = ax + b i pozwala mgr D. samemu
ustalić liczb ↪e przepracowanych godzin. Jakie a i b maksymalizuj ↪a wyna-
grodzenie Dr W.? Czy potrafisz podać przyk lad innej funkcji s(x), która
jeszcze bardziej powi ↪ekszy laby przychód Dr W.?
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