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Zbior zadan

1 Teoria konsumenta

Zadanie 1.1 ([MCWG95]) Niech = okresla racjonalne preferencje. Udo-
wodni) nastepujace wtasnosci.

(1) Jeslix =y >z, tox > z.

(i1) = jest miezwrotna (nigdy nie zachodzi x > x) oraz przechodnia (jesli
Ty orazy > z, wowczas T - z).

(i1i) ~ jest zwrotna (x ~ x, Vx), przechodnia (jesli x ~ y oraz y ~ z,
wowczas x ~ z) 1 symetryczna (jesli x ~ y, toy ~ x).

Zadanie 1.2 ([IMCWG95]) Udowodnij nastepujace wtasnosci.

(i) Jesli preferencje = sq $cisle monotoniczne, to sq monotoniczne.

(i) Jesli preferencje = sq monotoniczne, to sq lokalnie nienasycone®.

Zadanie 1.3 ([Var97]) Rozpatrzmy preferencje zdefiniowane na R3 za po-
moca (1, x2) = (y1,Y2), jesli x1 +xo < y1 +ya. Czy te preferencje sa lokalnie
nienasycone? Jesli wystepujq tylko dwa dobra, a ceny na kazde z nich sq
dodatnie, to czy konsument przeznaczy na nie caty swoj dochod? Uzasadnij.

Zadanie 1.4 Adam osiaga zadowolenie z trzech dobr: muzyki (m), wina (w)
i sera (s). Jego funkcja uzytecznosci ma postac: u(m,w,s) = m + 2w + 3s.

(i) Zakladajac, ze konsumpcja muzyki wynosi 10, skonstruuj krzywe obo-
jetnosci dla uw =40 ¢ u = 70.

(i1) Pokaz, ze kraricowa stopa substytucji (M RS) wina na ser jest stata dla
wszystkich wartosci m i s na krzywych obojetnosci.

Zadanie 1.5 Narysuj krzywa obojetnosci dla ponizszych funkcji uzytecznosci
(u:R% — R):

IPreferencje = nazywamy monotonicznymi, jesli x,y € X oraz y > z implikuje y > x.
Preferencje nazywamy Scisle monotonicznymi, jesli y > x oraz y # z, implikuje y = .
y > x zachodzi wtt., gdy dla y = (y1,y2,...,yn) 0raz x = (x1, T2, ..., Tpn), Vi y; > ;.

2Preferencje > nazywamy lokalnie nienasyconymi, jedli dla dowolnego z € X i ¢ > 0,
istnieje y € X, ze |ly — z|| < € oraz y > z.



Zadanie 1.6 Masz nastepujace funkcje uzytecznosci:
(i) u(z,y) = 2y,
(ii) u(z,y) = 2°y?,

(111) u(x,y) =logx + logy.

Pokaz, Ze kazda z funkcji charakteryzuje sie malejgca kraricowq stopq sub-
stytucji (M RS), przy jednoczesnej (i) stalej, (ii) rosnacej i (iii) malejacej
uzytecznosci krancowej wzgledem kazdego dobra.

Zadanie 1.7 ([MCWG95]) Naszkicuj wypukte preferencje zdefiniowane na
przestrzeni koszykdw dwdch débr (x,y) € R, ktdre sq lokalnie nienasycone,
ale nie sq monotoniczne.

Zadanie 1.8 Zadowolenie Kowalskiego z posiadania dobr x © y dane jest
funkcjq uzytecznosci jak w zadaniu 1.5 (iii). Jakie bedzie maksimum uzytecz-
nosci Kowalskiego, jesli ceny sq réwne p, = 3, p, = 4 © ma on do wydania
m = 50 zt?

Zadanie 1.9 Pan A czerpie zadowolenie z picia martini (m) w liniowej pro-
porcji do ilosci drinkéw: u(m) = m. Warunkiem tej satysfakcji jest zmiesza-
nie martini z 2 czesciami ginu (g) 1 jedng czesciq vermouthu (v). Tym samym
prawdziwa funkcja uzytecznosci pana A to u(m) = f(g,v) = min{$,v}. Na-
rysuj krzywag obojetnosci w funkcyi uzytecznosci wzgledem g i v dla roznych
poziomow uzytecznosci. Pokaz, zZe niezaleinie od cen obu dodatkéw pan A
nigdy nie zmieni sposobu mieszania martini.

Zadanie 1.10 Niech funkcja uzytecznosci bedzie okreslona przez u(z,y) =
(xy)%. (i) Jezeli p, = 20, p, = 10, dochod m = 200 to ile nalezy kupi¢ x iy
by zmaksymalizowaé uzytecznosé? (ii) Oblicz funkcje indywidualnego popytu
na x 1y jako funkcje py i py.



Zadanie 1.11 Jesli konsument ma funkcje uiytecznosci u(z,z) = xy*

jakq czesé dochodu wyda on na dobro y ¥

, to

Zadanie 1.12 ZnajdZ optymalny koszyk jezeli wiadomo, ze u(x,y) = [z(1+
y)]%, Pz = 5,py = 20, zas m = 10. Co zmieni sie jesli m = 1007

Zadanie 1.13 Znajdz optymalny koszyk dobr jesl wiadomo, Ze funkcja u-
Zytecznosci ma postaé u(x,y) = (xy)%, ps = 0.5, p, = 4, zas ograniczenie
budzetowe wynosi m = 40. Jak zmieni sie optymalny koszyk jesli budzet kon-
sumenta podwoi sie?

Zadanie 1.14 Konsument o ktorym wiadomo, zZe ma wypukte preferencje i
dochod w wysokosci 100 wybral pewien optymalny koszyk. W koszyku byto 20
jednostek x. Ustalic¢ ile byto w koszyku dobr y oraz ich cene (py), jesli p, = 2
oraz w punkcie optimum krancowa stopa substytucji MRS=1.

Zadanie 1.15 ([CNO00]) Funkcja popytu konsumenta na dobro x jest li-
niowa. Jego popyt na dobro x wynosi 2, gdy cena jest rowna 3. Gdy cena
dobra wzrosnie trzy razy, wowczas popyt na x spada dwukrotnie. Oblicz, przy
jakiej cenie dobra x nadwyzka konsumenta zrowna sie z jego catkowitymi wy-
datkami na to dobro.

Zadanie 1.16 Rozpatrzmy problem konsumenta, ktory czerpie uzytecznosé
z konsumpcji (oznaczonej przez c) i czasu wolnego (oznaczonego przez n).
Funkcja uzytecznosci przyjmuje postaé u(c,n) = c¢*n'=®, o € (0,1). Kon-
sument ma do dyspozycjyi jeden dzien, podczas ktorego moze pracowac lub
odpoczywac (zatem | +n = 1, gdzie | okresla cze$¢ dnia przeznaczonego na
prace). Za kazdg godzine pracy konsument otrzymuge wynagrodzenie w, a caty

swog dochod przeznacza na dobra konsumpcyjne kupowane po cenie p.
(i) Zapisz problem konsumenta i odpowiadajacq mu funkcje Lagrange’a.

(i1) Rozwiqz powyzszy problem podajac optymalne poziomy konsumpcyi, pra-
cy 1 czasu wolnego obieranych przez konsumenta.

(i11) Czy konsumpcja i czas wolny sq dobrami normalnymi? Uzasadnij.

Zadanie 1.17 W ponizszym zadaniu rozwiazesz przyktad, w ktorym przeko-
nasz sie, ze maksymalizacja uzytecznosci przy zadanym budzecie oraz mini-
malizacja wydatkow przy zadanym poziomie uzyteczno$ci sq dwoma sposo-
bami rozwigzania problemu konsumenta (sq wzgledem siebie dualne).

Rozpatrzmy problem konsumenta czerpigcego uzytecznosé z dwdch dobr.
Jego funkcja uzytecznodci przyjmuje postaé u(z,y) = z%y' =, a € (0, 1), gdzie
x 1y to odpowiednio ilosci pierwszego i drugiego dobra. Dochod konsumenta
wynosi m, zas ceny odpowiednio p, oraz p,.
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(i) Zapisz problem maksymalizacji problemu konsumenta, przy zadanym
budzecie. Zapisz odpowiadajacq mu funkcje Lagrange’a.

(11) Rozwiqz powyzszy problem podajac optymalne ilosci dobr w koszyku. Za-
pisz funkcje popytu na kazde z dobr.

(11i) Niech u* bedzie poziomem uzytecznosci, ktory chee osiagnac konsument.
Zapisz problem minimalizacyi wydatkow konsumenta przy zadanym po-
ziomie uzytecznosci. Zapisz odpowiadajgcq mu funkcje Lagrange’a.

(iv) Rozwiaz problem z punktu (iii) i udowodnij, Ze otrzymany wynik jest
analogiczny do rozwigzania w problemie (ii).

Zadanie 1.18 ([Var97]) Konsument ma uzyteczno$é o postaci u(xy, o) =
max{xy,x2}. Dla zadanych cen py i py oraz budzetu m, jaki jest optymalny
koszyk konsumenta? Jaki jest popyt na kazde z dobr?

Zadanie 1.19 ([MCWG95]) Rozpatrz problem konsumenta majgcego dos-
tep do trzech dobr, maksymalizujacego uzytecznosé o postaci u(xy, xq, x3) =
(21 — b1)% (w2 — by)P (23 — b3)7, gdzie by, by, by sq dowolnymi statymi. py, po.
p3 Sq odpowiednio cenami dobr, a m budzetem konsumenta.

(i) Dlaczego o+ 3+~ = 1 jest zatozeniem nie majgcym wplywu na wynik?
Skorzystaj z niego przy rozwigzywaniu kolejnych podpunktow.

(i1) Zapisz powyziszy problem i odpowiadajaca mu funkcje Lagrange’a.

(11i) Rozwiqz powyzszy problem podajac optymalne ilosci kazdego z débr w
koszyku konsumenta. WyprowadZ funkcje popytu na kazde z dobr.

(iv) Udowodnij, (a) ze kazda z funkcji popytu jest homogeniczna stopnia
zero wzgledem cen i budzetu® oraz (b) ze popyt na wszystkie dobra spet-
nia prawo Walras®.

Zadanie 1.20 ([Var97]) Zaldimy, Ze uzytecznosé konsumenta przyjmuge pos-
ta¢ U(xy, ) = u(x1) + x3. Dobro 1 jest dobrem, ktdre mozna konsumowad
tylko w catosci lub wcale (tj. z1 = 1 lub x1 = 0). Ceny débr wynoszq odpo-
wiednio py 1 pa, a budzet oznaczymy przez m. Dla uproszczenia przyjmijmy
u(0) =0 oraz ps = 1.

3Funkcja f jest homogeniczna stopnia zero wzgledem x, jedli dla dowolnego o > 0,
flaz) = ®f(x) = f(a).

“Funkcje popytu spehiaja prawo Walras jesli Y 1| pix;(p;, m) = m, gdzie p;, z;(-) im
to odpowiednio cena dobra i, jego funkcja popytu i wysoko$é budzetu konsumenta



(1) Rozwiqz powyzszy problem podajac optymalne ilosci débr w koszyku kon-
sumenta. Przedstaw funkcje popytu na kazde z dobr.

(i1) Dla jakich wartosci py konsument obierze xy = 17

Zadanie 1.21 W tym zadaniu przeanalizujesz miedzyokresowy wybor kon-
sumenta zZyjgcego dwa okresy. Zatozmy, zZe w pierwszym okresie konsument
posiada majatek w wysokosci w, ktory moze przeznaczyé na konsumpcje (c1) i
oszczednosdci (s). W drugim okresie jego magatek jest rowny oszczednosciom
poczynionym w pierwszym okresie, powiekszonym o statq stope procentowaq
r, ktory w catosci jest konsumowany. Uzytecznosé konsumenta ma postac
u(cr,co) = { + CS}%, gdzie ¢y, ¢y oznaczaja odpowiednio poziom konsumpcyi
w pierwszym t drugim okresie.

(i) Zapisz problem konsumenta maksymalizujacego uzytecznosé w calym Zy-
ciu. Zapisz odpowiadajgcq mu funkcje Lagrange’a.

(i1) Rozwiqz problem, okreslajac optymalne poziomy konsumpcji (c1,co) i
oszczednosci (s).

(111) Jakiego rodzaju dobrami jest konsumpcja w pierwszym i drugim okresie?
Czym w tym przypadku jest stopa procentowa v% Jak od niej zalezy
decyzja odnosnie konsumpcji w obydwu okresach?

Zadanie 1.22 Rozpatrzmy problem konsumenta Zyjacego dwa okresy. W pierw-
szym okresie, kiedy jest mtody, czerpie uzytecznosé z konsumpcyi w tym okre-
sie i czasu wolnego (niech uy(ci,ny) = logey + logny bedzie uzytecznosciq
czerpang w pierwszym okresie z konsumpcji i czasu wolnego w pierwszym
okresie). Konsument decyduje o ilo$ci czasu wolnego i czasu spedzonego w
pracy analogicznie jak w zadaniv 1.16 (I +mny = 1, gdzie Iy i ny to czas po-
Swiecony odpowiednio na prace i czas wolny w pierwszym okresie). Za kazdy
dzient pracy konsument otrzymuje wynagrodzenie w, a calty swoj dochod po-
Swieca na konsumpcje (c1) 1 oszczednosci (s).

W drugim okresie, na emeryturze, konsument nie moze pracowaé (ly = 0),
a jego konsumpcja (c2) jest w catosci finansowana z oszczednosci poczynio-
nych w pierwszym okresie, powiekszonych o stope procentowq r. Uzytecznosé
w drugim okresie przyjmie postaé us(cy) = logcs.

(i) Zapisz problem konsumenta maksymalizujgcego uzytecznosé w catym zy-
ciu (sume uzytecznosci z pierwszego i drugiego okresu). Zapisz odpowia-
dajgcqg mu funkcje Lagrange’a.



(i1) Rozwiqz problem, okreslajac optymalne poziomy konsumpcji (¢1), czasu
pracy (1) i oszczednodci (s) w pierwszym okresie, oraz konsumpcji w
drugim okresie (cg).

(111) Jakiego rodzaju dobrem jest konsumpcja w pierwszym i drugim okresie?
Jakiego rodzaju dobrem jest czas wolny? Uzasadnij.

Zadanie 1.23 Rozpatrz problem jak w zadaniu 1.22, ale tym razem zatézmy
istnienie powszechnego systemu emerytalnego pay as you go. Wowczas kon-
sument w mtodosci musi przekazac do funduszu emerytalnego statq sktadke w
wysokosci T, aby na staro$é otrzymaé (1+ @)1, gdzie ¢ jest stalq stopa przy-
rostu ludnosci. Wszystkie pozostate zalozenia pozostajq jok w zadaniu 1.22.

(i) Zapisz powyzszy problem oraz odpowiadajaca mu funkcje Lagrange’a.

(11) Rozwiqz powyziszy problem podajac optymalne poziomy konsumpcji w
obydwu okresach, czasu wolnego i oszczednosci.

(11i) Jak otrzymany wynik rozni sie od tego otrzymanego w zadaniu 1.227

(iv) Czy powyiszy system emerytalny jest efektywny (tj. uzytecznosé konsu-
menta jest wyzsza z systemem niz bez niego) ? Jesli tak, to jakie warunki
muszq spetniaé parametry modelu (1 i ¢)?

Zadanie 1.24 Rozpatrz ponownie problem z zadania 1.22, ale tym razem
niech konsument osiqgga uzytecznos¢ z czasu wolnego zarowno w pierwszym
jak v w drugim okresie. Dodatkowo, moze on pracowaé w drugim okresie,
otrzymujac za kazdq godzine swojej pracy takie samo wynagrodzenie jak w
okresie pierwszym (tj. w). Wszystkie pozostate zaloZenia pozostajq jak w za-
daniu 1.22.

(i) Zapisz powyzszy problem i odpowiadajaca mu funkcje Lagrange’a.

(11) Rozwiqz powyziszy problem podajgc optymalne poziomy konsumpcji i
czasu wolnego w obydwu okresach oraz oszczedno$ci.

(i11) Poréwnaj otrzymane wyniki z tymi z zadania 1.22. Jak rézni sie kon-
sumpcja w obydwu okresach? Czy mozliwosé pracy w drugim okresie ma
wplyw na oszczednosci w pierwszym? Uzasadnij.

Zadanie 1.25 Przeanalizuj ponownie problem z zadania 1.24, ale rozwigzu-
jac go metoda rekursywna (od tytu).



(1) Wpierw rozwiqz problem konsumenta w drugim okresie, traktujac oszczed-
nosci z okresu pierwszego jako dane (ale dowolne). Otrzymasz w ten
sposob optymalny poziom uzytecznosci w drugim okresie, bedgcy funk-
cja oszczednosci ().

(11) Nastepnie rozwiqz problem konsumenta w pierwszym okresie, znajdu-
jac optymalne poziomy konsumpcji, czasu wolnego i oszczednosci w
pierwszym okresie, ktore maksymalizujg sume uzyteczno$ci z pierwszego
okresu i zmaksymalizowanej konsumpcji w z drugiego okresu (policzonej
w poprzednim punkcie).

(i1i) Pokaz, ze optymalne alokacje i poziom uzytecznosci sq takie same jak
w zadaniu 1.24.



2 Teoria przedsiebiorstwa

2.1 Produkcja

Zadanie 2.1 ([Var97]) Niech Y C R" bedzie zbiorem produkeyjnym®, a
V(y) zbiorem wymaganych czynnikéw produkcji®. Jesli V (y) jest zbiorem
wypuktym, to czy odpowiadajgcy mu zbior moZliwosci produkcyjnych Y musi
byc¢ wypukty?

Zadanie 2.2 ([Var97]) Niech Y bedzie zbiorem moZliwosci produkcyjnych.
Mowimy, Ze technologia jest addytywna jesli y,y’ € Y implikuje y +y’ € Y.
Technologie nazywamy podzielna, jesli y € Y oraz 0 < t < 1 implikuje
ty € Y. Pokaz, ze jesli technologia jest addytywna i podzielna, to musi byc
wypukta i wykazywaé state korzysci skali.

Zadanie 2.3 ([MCWG95]) Sa dostepne trzy dobra. Dobra 1 i 2 sq czyn-
nikami produkcyi. Trzecie, ktorego ilosci sq okreslone przez q, jest ich pro-
duktem. Produkt moze byc otrzymany przy zastosowaniu dwoch technologii,
wykorzystywanych razem lub oddzielnie. Obie technologie nie muszq byc li-
niowe. Pierwsza (odpowiednio druga) technologia wykorzystuje tylko pierwszy
(odpowiednio drugi) czynnik produkcji. Wowczas pierwszq (druga) technolo-
gie mozna scharakteryzowaé za pomocq funkcji ¢1(q) (odpowiednio ¢2(q)),
bedgca minimalnym poziomem czynnika pierwszego (odpowiednio drugiego),
koniecznego do wyprodukowania q jednostek produktu. Zaktadamy, Ze ¢y oraz
¢ saq rosnagce oraz ¢1(0) = ¢2(0) = 0.

(i) Okresl zbior mozliwosci produkcyjnych vwzgledniajac dwie powyzsze tech-
nologie.

(11) Podaj warunki wystarczajace na ¢1 i ¢o, aby zbidr mozliwosci produk-
cyjnych byt addytywny.

Zadanie 2.4 ([Var97]) Dla kaZdego z poniiszych zbiordw wymaganych czyn-
nikéw produkcji sporzqdé rysunek oraz okresl, czy jest on regularny’, mono-
toniczny® i/lub wypukly (a,b,y > 0).

5 Zbiér produkcyjny nazywamy zbiér zawierajacy wektory (y, —x), gdzie y jest liczba
okreslajaca poziom produkcji dobra, za$ x € Rﬁfl wektorem czynnikow produkcji pozwa-
lajacym na ich wyprodukowanie.

6 Zbiorem wymaganych czynnikéw produkcji bedziemy nazywaé zbiér V(y) = {x €
R ! : (y,—x) € Y}, tym samym zbiér wektoréw okredlajacych ilogci poszczegdlnych
czynnikéw pozwalajacych do wyprodukowania y jednostek dobra.

"V (y) jest regularny, jedli jest domkniety i niepusty dla Yy > 0.

8V (y) jest monotoniczny, jesli x € V (y) oraz x’ > x implikuje x’ € V (y).



(1) V(y) = A{x1, 22 : azy > logy, bay > logy},

(1)) V(y) = {x1, 22 : axy + bxy > y, 29 > 0},
(iii) V(y) = {x1, 22 : axy + /2102 + bxg > y, x9 > 0},
(i) V(y) = {x1, 22 : axy + bxy > y},

(v) V(y) ={z1, 22 : 21(1 = y) > a, 22(1 — y) > b},
(vi) V(y) = {z1, 32 : az1 — \/T123 + brs > y, x5 > 0},
(vit) V(y) = {x1, 22 : 21 + min{zy, 22} > 3y}.

Zadanie 2.5 Kopanie robakow wymaga tylko naktadow pracy. Ilos¢ wykopa-
nych robakéw na godzing (z) dana jest funkcjq f(L) = 100L2 (f(L) = z). (L
- naktad pracy na godzing). Narysuj zalezno$é x od L. Jaka jest przecietna
produkcyjnosé pracy? Pokaz, zZe krarnicowa produkcyjno$é pracy (M PL) przy
kopaniu robakow jest mniejsza od przecietne) dla wszystkich wartosci L.

Zadanie 2.6 ([Var97]) Jaka jest elastyczno$é substytucji dla funkcji CES

(ang. Constant Elasticity of Substitution) f(zq,x9) = {a12] + ang’}%, gdy
aj 7& ag ?

Zadanie 2.7 [losé wytworzonych narzedzi (x) dana jest przez funkcje pro-
dukcji f(K,L) = K2L? (f(K,L) =z).

(i) Jaka jest przecietna produkcyjnosé pracy i kapitatu?

(11) Oblicz kranicowa stope technicznej substytucji (M RT'S) dla produkcji

r = 10, w punktach (K, L): (10,10), (25,44), (4,25). Czy mamy do
czynienia z malejacq M RTS?

Zadanie 2.8 ([Var97]) Niech elastycznos$é produktu wzgledem czynnika pro-
dukcji z; bedzie okreslona przez:

0f(x) x;
ox; f(z)

Jesli f(x) = x%2h, jaka jest elastycznosé produktu wzgledem kazdego z czyn-
nikow?

Ei (X) =

Zadanie 2.9 Rozwaz funkcje produkcji f(K, L) = b0+b1(KL)% +by K +bsL,
gdzie 0 < b; < 1,9 = 1,2,3. Jezeli ta funkcja ma wyrazac¢ state przychody
wzgledem skali, jakie ograniczenia malezy natozyé na b;? Pokazac, ze przy
statych przychodach wzgledem skali funkcja wykazuje malejgce produkcyinosci
kraricowe.
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Zadanie 2.10 Zbadaj przychody wzgledem skali funkcji produkeji f(K, L) =
A(%)% , A > 0. Czy produkcyjnosci krarnicowe wzgledem pracy i kapitatu sq
rosnace czy malejgce?

Zadanie 2.11 ([Var97]) Dla technologii CES, f(x1,x2) = {xf—l—x’g}%, podaj
elastycznosé skali®.

Zadanie 2.12 ([Var97]) Ponownie rozpatrz technologie CES. Pokaz, Ze za-
1
wsze mozemy ja przedstawic jako f(x1, 1) = A(p){bxf + (1 —b)ab}».

2.2 Koszty produkcji

Zadanie 2.13 Przedsiebiorstwo Wesota Lokomotywa wytwarzajace drezyny
kolejowe posiada majatek trwaty o wartosci 50 mld zt © zatrudnia 175 o0sob.
Roczna wielkosé produkcyi wynosi 100 szt. Obliczyé roczny zysk ksiegowy netto
przedsiebiorstwa jesli wiadomo, Ze stawka amortyzacji 5%, Srednia ptaca mie-
sieczna - 2 min zt a jednostkowy koszt materialny 41 min zt. Przedsiebiorstwo
zaciggnelo kredyt 4 mld zt oprocentowany w skali rocznej 10%. Cena drezyny
wynosi 120 mlin zt, a stopa podatku dochodowego wynosi 40%.

(i) Przy jakiej stopie oprocentowania kredytow zysk ksiegowy netto bedzie
zerowy?

(i1) Jaka jest minimalna wielkosé produkcji zapewniajaca rentownosé, je-
sli do kosztow statych zaliczymy amortyzacje, koszty pltacowe i koszty
finansowe oraz wiemy, ze TVC zmieniajq sie proporcjonalnie do wiel-
kosci produkcyi?

(i1i) Jaka jest minimalna wielko$é produkcji zapewniajaca rentownosé, jesli
dodatkowo do kosztow zmiennych dotgczymy koszty placowe?

Zadanie 2.14 Niech w przedsiebiorstwie koszty state beda rowne FC' = 1000,
a przecietne koszty zmienne AVC = 3 (AVC'= const.). Jesli firma sprzedaje
wyprodukowane dobro po 8 zt/szt. jaka jest minimalna, optacalna skala pro-
dukcyi?

Zadanie 2.15 W przedsiebiorstwie koszt staty wynosi F'C' = 300, a jednost-
kowy koszt zmienny AVC =1 (AVC =const.). Firma sprzedaje swoje wyroby
po cenie p = 8. Dla jakiej minimalne; wielkosci produkcyi zysk netto wyniesie
przynajmniej 100, jesli ustalono stope podatku dochodowego na 50% ?

9 Elastycznosé skali technologii f definiujemy przez e(x) = d%—it)ﬁ7 gdzie y(t) = f(tx).
Jest to miara okreslajaca procentowy przyrost produkcji spowodowany jednoprocentowym

przyrostem wszystkich jej czynnikow - tj. spowodowany przyrostem skali dzialalnosci.
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Zadanie 2.16 Istniejq dwie technologie produkcji dobra H. Jedna pozwala
wytworzyc w zaktadzie do 200 sztuk H rocznie przy wydatkowaniu w postaci
kosztow statych 1000 2zt i przy statych, jednostkowych kosztach zmiennych 2
2t/szt. Druga, nowsza technologia wymaga 6000 zt kosztow stalych i AVC =1
2t (AVC'=const.), a maksymalna skala produkcji wynosi 2000 sztuk rocznie.
Jesl przewidywany popyt roczny wynosi 1000 szt. ktora z dwoch ewentual-
nosci jest bardziej oplacalna: (i) jeden zaktad w nowej technologii, czy (ii) 5
zaktadow w starej?

Zadanie 2.17 Funkcja produkcji dobra x ma postaé f(S,J) = S%J%, gdzie
S, J to odpowiednio naktady pracy Smitha i Jonesa. Placa za 1 godzine pracy
kazdego z mich wynosi odpowiednio wg = 3, wy = 12.

Niech S = 900. (1) lle godzin musi spedzi¢ Jones by wyprodukowaé 150,
300, 450 sztuk dobra x? (ii) jaki jest krancowy koszt wyprodukowanie 150-ego
dobra?

Zadanie 2.18 Firma produkuje kije hokejowe. Funkcja produkcji przyjmuje
postaé f(K,L) = 2K:L2. Niech w krétkim okresie K, = 100, koszt jed-
nostki kapitatu wynosi v = 1, za$ placa w = 4. (i) jaka jest krotkookresowa
funkcja kosztu calkowitego i przecietnego? (ii) jaka jest krétkookresowa funk-
cja kosztu kraricowego? Obliczyé koszt catkowity (TC'), przecietny catkowity
(ATC), krancowy (MC), dla produkcji 25, 50, 100, 200 sztuk.

Zadanie 2.19 Funkcja kosztu catkowitego jest opisana funkcja TC(q) = ¢>+
2q + 2. Podaj koszt staly (FC), zmienny (VC), przecietny koszt zmienny
(AVC), przecietny koszt catkowity (ATC'), oraz koszt kranicowy (MC').

Zadanie 2.20 Funkcja produkcji ma postaé f(K,L) = KiLi. Wyznacz
krotkookresowe funkcje kosztu przecietnego i krancowego (w krotkim okresie
kapital jest staty i wynosi Ko = 16), jesli wiemy, Ze cena jednostki kapitatu
v =10 a cena jednostki pracy w = 2. Oblicz przecietny koszt catkowity (ATC')
i koszt kraricowy (MC) dla f(K,L) = 10.

Zadanie 2.21 Pokaz na przyktadzie, ze maksymalizacja zysku firmy jest row-
nowazna minimalizacji jego kosztow. Dla uproszczenia przyjmij funkcje pro-
dukcji postaci f(K,L) = K*“L'™*, przy koszcie jednostkowym kapitatu v i
pracy w (wskazowka: przypomnij sobie zadanie 1.17 oraz 2.24).

Zadanie 2.22 ([Var97]) Firma ma dwie hale produkcyjne, z ktorych koszty
catkowite pierwszej sq opisane przez c1(q1) = ¢3/2, a drugiej ca(qz) = qo. Jaka
postaé ma funkcja kosztow firmy, jesli firma moze wykorzystywaé obydwie
technologie jednoczesnie?
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Zadanie 2.23 ([Var97]) Firma ma dwie hale produkcyjne, z ktorych koszty
cathowite pierwszej sq opisane przez c1(q1) = 4,/q1, a drugiej ca(qz2) = 2,/q2.
Jaka postaé ma funkcja kosztow firmy?

Zadanie 2.24 Dla zadanych ponizej funkcji produkcyi wyprowadZ odpowia-
dajgce im funkcje kosztow dtugookresowych.

(i) f(x) = z1 + x2 (doskonale substytucyjne czynniki produkcyi),
(11) f(x) =min{zy,x2} (technologia Leotiefa),
(i11) f(x)={af +x }%, p < 1 (funkcja produkcji CES),

(iv) f( ) = a3 * (funkcja Cobba-Douglasa, szczegdlny przypadek funkcii
CES).

Zadanie 2.25 ([Var97]) Wyprowadz funkcje kosztow dla technologii
V<y) = {<‘T17 T2, $3) T+ Il’llIl{LE‘Q, I3} By}

Zadanie 2.26 ([Var97|) Dla ponizszych funkcji kosztow sprawdz, czy sq
homogeniczne stopnia pierwszego!’, monotoniczne, wkleste oraz cigglte wzgle-
dem wielkoSci produkcyi i cen czynnikow produkcji. Jesli tak, znajdZ postaé
odpowiadajgcej im funkcji produkcji, a nastepnie sprawdz czy jest ona homo-
geniczna stopnia pierwszego wzgledem czynnikow produkcji. Co to oznacza?

w,y) = y%(wlw2)%}

= y(wi + /wiws + wy),

= y(wie™™ + wy),
y(w; — Jwwy + ws),

= (y+ ) V1w,

Zadanie 2.27 ([Var97]) Niech zbior wymaganych czynnikow produkcji firmy
bedzie okreslony przez V(y) = {x > 0 : axy + bxy > y?}.

(
(i) <
(iti) c(w,y

w) o
(

)
)
)=
)

(i) Podaj funkcje produkcji firmy.

(1) Wyprowad? funkcje popytu na firmy na czynniki produkcyi.

10Funkcje nazywamy homogeniczna stopnia pierwszego jesli dla kazdego oo > 0 zachodzi

flax) = af(x).
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(111) Jaka jest funkcja kosztéw firmy?

Zadanie 2.28 ([MCWG95]) Na rynku dziata J firm. Przecietny koszt cat-
kowity firmy j jest opisany przez ATCj(q;) = a + [(;q;, gdzie ¢; > 0 okresla
poziom produkcji firmy j. Zauwaz, Ze o ile o jest taka sama dla kazdej z
firm, o tyle B; moze sie rozni¢ miedzy nimi. Twoim zadaniem jest okreslenie
zagregowanego poziomu produkcyi q, ktory zminimalizuje koszty produkcji na
rynku. Zakladamy q < (o/max|f3;|).

(1) Jeslivj, B; > 0, jak powinna zostac roztozona produkcja miedzy J firm?
(11) JesliVj, B; < 0, jak powinna zostac roztozona produkcja miedzy J firm?

(1it) Co jesli B; > 0 dla niektorych j, a dla pozostatych 5; < 07

2.3 Zysk i decyzje rynkowe firm

Zadanie 2.29 Oblicz poziom produkcji obrany przez firme na rynku dos-
konale konkurencyjnym, ktdrej koszty catkowite sq opisane przez TC(q) =
100 + 6q + ¢>.

(i) Niech p = 126. Obliczyé utarg, zysk, przecietny koszt catkowity (ATC')
i kraricowy (MC) dla optymalnego poziomu produkcii.

(i1) Przy jakiej cenie zysk spadnie do zera?
(11i) WyprowadZ funkcje podazy firmy.

Zadanie 2.30 Niech funkcja kosztu caikowitegg firmy na rynku doskonale
konkurencyjnym przyjmie posta¢ TC(q) = 16-++%s. Wyznaczy¢ funkcje podazy
firmy.

Zadanie 2.31 Wyznaczyé krdtkookresowa krzywa podazy firmy, p(q), jesli
wiemy, ze jej koszt catkowity ma postaé TC(q) = 100 + 12q + ¢>.

Zadanie 2.32 Funkcja produkcyi dla przedsiebiorstw zajmujacych sie sktada-
niem kalkulatoréw jest dana przez v = f(L) = QL%, gdzie x okresla wielkosé
produkcyi, a L naktady pracy. Jesli firma dziata w warunkach konkurencyj-
nych wyznacz funkcje podazy x(p,w), gdzie p okresla cene sprzedazy, zas w
wysoko$¢ wynagrodzenia.
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Zadanie 2.33 Firma produkujgca dobro x dziata na rynku konkurencyjnym,
sprzedajac swoj produkt po zadanej cenie p. Jej technologia oparta jest tylko
na pracy L i przyjmuje postaé f(L) = L*, a > 0. Firma jest jedynym pra-
codawcq w regionie i zna doktadng postac podazy pracy, ktorqg mozna opisaé
funkcig w = vLP, B > 0. Wyprowad? funkcje podazy przedsigbiorstwa i po-
pytu firmy na prace w zaleznosci od ceny p.

Zadanie 2.34 Przedsiebiorstwo wie, Ze jego utarg krancowy wynosi M R(q) =
100 — 5q, a funkcja kosztu catkowitego wynosi TC(q) = 150 + 50q (q okre-
Sla wielko$¢ produkcji). Oblicz maksymalny zysk firmy (zatoz, Ze przy zerowej
produkcji utarg catkowity wynosi 0).

Zadanie 2.35 Przedsiebiorstwo posiada pelng informacje o funkcji popytu
na swoje wyroby, ktéra przyjmugje postaé p(q) = 120 —4q. Koszt zmienny jed-
nostkowy ma postaé AVC(q) = q+ 20, a koszt staly wynosi FC = 400. Ob-
liczy¢ dla jakiej wielkosci produkcji przedsiebiorstwo osiaga (i) maksymalny
zysk, (11) maksymalny utarg, (1ii) minimalny przecietny koszt catkowity.

Zadanie 2.36 Niech popyt na dobro bedzie opisany przez D(p) = 50 — 0.5p,
a koszt catkowity firmy operujacej na rynku, przez TC(q) = 50+ 40q, gdzie q
okresla poziom produkcyi. Wyprowadz funkcje podazy przedsiebiorstwa. Jaka
cena i jaki poziom produkcyi beda ustalone w dtugim okresie? Jaka jest cenowa
elastycznosé popytu w tym punkcie?

Zadanie 2.37 Niech popyt na dobro x bedzie opisany wzorem p(q) = —10q+
400, a koszty kraricowe i state firmy sa okreslone odpowiednio przez MC(q) =
5q¢ + 100 ¢ FC = 0. Oblicz q, p, MC oraz zysk firmy w dlugim okresie.

Zadanie 2.38 Na rynku doskonale konkurencyjnym firmy wytwarzajq dane
dobro po kosztach catkowitych opisanych przez TC(q) = 0.1¢*> + 10q + 40.
(i) Wyznacz funkcje podazy firmy, (ii) poziom produkcji firm i ich zyski dla
p = 20 oraz poziom produkcji, ceny oraz zyski firm w diugim okresie?

Zadanie 2.39 ([Var97]) Funkcja popytu na dobro x jest opisana przez p(q) =
10 — q, gdzie q okresla sprzedanej ilosci dobra. Monopolista posiada techno-
logie umozliuwnajgca mu wyprodukowanie maksymalnie 4 jednostek dobra x.
Jakq ilosé dobra x sprzeda i po jakiej cenie? Jaka bylaby cena gdyby firma
zachowywata sie doskonale konkurencyjnie? Czy cokolwiek by sie zmienito
gdyby monopolista mogt wyprodukowaé maksymalnie 6 jednostek dobra x?

Zadanie 2.40 W monopolu funkcja utargu kraricowego jest opisana przez
MR(q) = 100 —4gq, zas kosztu catkowitego za pomocqg TC(q) = 8¢*+20q —24.
Jesli w dlugim okresie wspotczynnik cenowej elastycznosci popytu wynosi € =
3, jaki jest zysk firmy?
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Zadanie 2.41 ([Var97]) Zaldimy, Ze funkcja popytu na rynku monopoli-
stycznym jest opisana przez funkcje p(q,t), gdzie q okresla ilo$é wyprodukowa-
nego dobra, at jest parametrem charakteryzujgcym preferencje konsumentow.
Dla uproszczenia, niech koszty krancowe monopolisty bedq state. Wyprowadz
zaleznosc ukazujgeq jak poziom produkcji reaguje na zmiany parametru t. W
jaki sposob upraszcza sie ta zaleznosc, jesli popyt przyjmie szczegdlna postac
p(q,t) = a(q) + b(t) (wskazdwka: skorzystaj z twierdzenia o funkcji uwikla-
nej, dla uproszczenia zatoz dwukrotng rozniczkowalnosé funkcyi p i odrzuc
rozwiqzania brzegowe).

Zadanie 2.42 Przedsiebiorstwo wystepujace na rynku posiadajq technologie,
przy ktorej koszt krancowy wynosi MC = 40, a koszt stalty FC' = 50. Dla
posegmentowanego rynku monopolistycznego mozliwe jest okreslenie postaci
popytu kazdego z segmentéw: Dy(p1) = 32 — 0.4p1, Da(p2) = 18 — 0.1ps.

(i) Wyznacz ceny i ilosci produkowane dla kaidego z segmentéw rynku
przez analizowana firme. Oblicz jej zysk.

(i1) Zatézmy, Ze firma nie rdinicuje cen produktow na obydwu rynkach. Jak
zmieni sie zysk i iloS¢ produkowanych dobr?

Zadanie 2.43 ([CNO0O0]) Mafia zaopatruje miasto w alkohol z przemytu. Sprze-
daje go w kasynach gry, ktore zgtaszaja popyt w wysokosci Dy (py) = 240—2py,,
oraz klubach nocnych, zgtaszajacych popyt na poziomie D, (p,) = 40 — 0.5p,,.
Wiadomo, ze bywalcy obydwu miejsc nie zmieniq miejsca spedzania czasu,
nawet jesli ceny alkoholu bedq sie istotnie roznity. Jedyny koszt przemytu al-
koholu to 20, ktore pod postaciaq tapowki mafia musi zaptaci¢ komendantow:
policyi od kazdej butelki.

(i) Ile wynosza ceny oraz laczna sprzedaz alkoholu, w przypadku gdy mafia
roznicuje ceny?

(11) Jaka bedzie cena i ilo$é produkcyi, jesli mafia nie bedzie réznicowaé cen?

Zadanie 2.44 ([Var97]) Monopolista sprzedaje swoje produkty na dwdch
rynkach. Popyt na jego produkty jest zadany przez Di(p1) = a1 — bipy na
rynku 1 oraz Do(ps) = ag — bapa na rynku 2, gdzie py i py to ceny dobr
odpowiednio na rynku 1 i 2. Koszty kranicowe monopolisty sq zerowe. O ile
monopolista moze sprzedawaé produkty na obydwu rynkach po réznej cenie,
o tyle w ramach jednego rynku cena musi byc¢ jednakowa.

(i) Przy jakich warunkach natozonych na (a1, as, by, bs), monopolista nie
bedzie chciat réinicowaé ceny na obydwu rynkach (zatoz wewnetrznosé
rozwiqzan) ?
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(ii) Niech Di(p;) = a;p;”, i = 1,2, a koszty kraricowe monopolisty bedq
réwne ¢ > 0. Przy jakich warunkach natozonych na (ay,as, by, by) mo-
nopolista nie bedzie chcial réznicowaé ceny na obydwu rynkach (zatoz
wewnetrzno$é rozwiqzan) ¢

Zadanie 2.45 ([Var97]) Jednym z powszechnych przejawow dyskryminacyi
cenowej jest pobieranie od konsumentow statej kwoty za prawo do zakupu
dobra, a nastepnie pobieranie od nich optat za kazdq zakupiong jednostke.
Standardowym przyktadem sq parki rozrywki, gdzie wpierw plact sie za wstep
do parku, a nastepnie nalezy doptaci¢ za kazdqg atrakcje. Tego typu praktyka
cenowa nosi nazwe two part tariff. Zatozmy, Ze na rynku popyt na dane
dobro jest zadane funkcja p(q), a koszty monopolisty za pomocq c(q). Jesli
monopolista bedzie stosowat polityke cenowa opisanag jak powyzej, to czy bedzie
produkowat wiecej niz gdyby nie prowadzit takiej polityki cenowej?

Zadanie 2.46 Monopolista maksymalizuje pD(p) — c¢(D(p)), gdzie D jest
funkcjg popytu na dane dobro, p jego cenq, a ¢ kosztami catkowitymi produk-
cji. Chege przechwycié czesé zysku monopolistycznego, rzad naktada podatek
w wysokosci t na przychody monopolisty, w wyniku czego celem monopolisty
stage ste maksymalizacja

(1 =t)pD(p) — c(D(p))-
Zaloz rozniczkowalno$é podanych funkcji © wewnetrznosé rozwiqzan.
(i) Podatek zwieksza, czy zmniejsza produkcje monopolisty?

(i1) Zaloimy, ze rzad decyduje sie przekazaé uzyskany dochdd konsumen-
tom. Dzieki temu, kazdy z konsumentow otrzymugje rabat od ceny kazdej
jednostki dobra w wysokosci t na kupowane dobro. Jak teraz podatek t
wplywa na poziom produkcji monopolisty?

Zadanie 2.47 ([Var97]) Na rynku dziala duza liczba firm produkujacych
dobro y przy kosztach catkowitych

TC(wy,ws, q) = (¢° + D)wy + (¢° + 2)ws,
gdzie q okresla poziom produkcji dobra vy, a wq, we cene czynnikow produkcyi.

(1) Znajdz krzywaq przecietnego kosztu calkowitego firmy i przeanalizuj jej
zmiaany wzgledem stosunku cen czynnikow produkcyi (g—;)

(i1) Podaj krétkookresowa krzywaq podazy kazdej z firm.
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(111) Podaj dlugookresowaq krzywa podazy sektora.
(v) Zapisz zbior wymaganych czynnikéw produkcji pojedynczej firmy.

Zadanie 2.48 Zaloimy, ze w galezi dziata 100 identycznychgﬁrm. Kazda z
nich ma krétkookresowa krzywa kosztu catkowitego TC(q) = 555 —0.2¢% +4q,
gdzie q okresla wielkos¢ produkcji dobra x.

(i) Oblicz krétkookresowa krzywa podazy jako funkcje ceny p.

(i1) Zakladajac brak zaleznosci miedzy kosztami firm w gatezi, wylicz krzywa
podazy catego rynku.

(11i) Przyjmujac funkcje popytu rynkowego Q(p) = —200p+12000 wyznaczyé
kombinacje cena-ilosé zapewniajaca rownowage w gatezi.

Zadanie 2.49 Na rynku doskonale konkurencyjnym w ditugim okresie sprze-
daje sie 200 sztuk dobra x po cenie p = 9. Zaktadajac, Ze na rynku funk-
cjonujq przedsiebiorstwa o jednakowej technologii (FC = 1000, AVC = 3,
maksymalna zdolnosé produkcyjna wynosi 500), ustali¢ ile przedsiebiorstw
moze utrzymac sie na rynku (przyjmujemy, Ze produkcja rozktada sie réwno-
miernie miedzy firmy). Co zmieni sie jesli sprzedaz wyniesie 600 sztuk dobra
x po cenie p = 8.57

Zadanie 2.50 Respektujac zatozenia zadania 2.49, okreslic ile firm utrzyma
sie na rynku jesli w dlugim okresie sprzedaje sie 600 sztuk dobra x po cenie
p = 8.5, gdy przecietne koszty caltkowite (AV C') wzrosty do 47

Zadanie 2.51 ([Var97]) Farmer produkuje kukurydze wykorzystujac do tego
ziemie 1 prace. Koszt pracy, poniesiony aby wyprodukowac y kwintali kuku-
rydzy wynosi c(y) = y*. Istnieje 100 identycznych farm, ktére konkuruja ze
soba na zasadach doskonatej konkurencji.

(i) Podaj krzywa podazy indywidualnego farmera.
(ii) Podaj rynkowq krzywa podaZy.

(111) Zaldzmy, ze krzywa popytu na kukurydze jest opisana przez funkcje
D(p) = 200 — 50p. Jaka jest cena i ilosé kukurydzy produkowana w
dlugim okresie?
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Zadanie 2.52 Niech funkcja popytu ma postaé p(q) = 8.5 — 0.0025¢q, gdzie
q okresla poziom podazy (popytu) dobra x w galtezi. Wszystkie firmy wytwa-
rzajace dobro x posiadaja identyczng technologie (FC = 1000, AVC = 3,
maksymalna zdolno$é produkcyjna ¢ = 500). lle przedsiebiorstw utrzyma sie
na rynku w dtugim okresie? Ile wytwarzac bedzie pojedyncze przedsiebiorstwo
przy rownomiernym roztozeniu produkcji? Co zmieni sie jezeli krzywa po-
pytu przyjmie postaé (i) p(q) = 6.5 — 0.0025¢, (i) p(q) = 7.5 — 0.0025¢7
Dla kazdej z podanych krzywych popytu, prosze okreslic maksymalna liczbe
przedsiebiorstw na rynku, jesli AV C wzrosnie do 4.5.

Zadanie 2.53 ([Var97]) Na tropikalnej wyspie mieszka stu szkutnikow, po-
numerowanych od 1 do 100. Kazdy z nich moze rocznie wybudowaé maksy-
malnie 12 todzi 1 kazdy dazy do maksymalizacyi zysku. Niech y; okresla liczbe
todzi wybudowanych przez i-tego szkutnika. Zatozmy, ze koszty produkcyi todzi
i-tego szkutnika wynoszq c;(y;) = 11+ -y;, gdzie i = 1,2,...,100. Zalézmy,
ze staty koszt 11, jest quasi-staly, tj. szkutnik ponosi go tylko w przypadku,
gdy obiera niezerowy poziom produkcji. Jesli cena lodzi wynosi 25, ilu szkutni-
kow obierze niezerowy poziom produkcji? Ile todzi zostanie wyprodukowanych
w ciggu roku?

Zadanie 2.54 ([Var97]) Rynek posiada nastepujacq strukture. Operuje na
nim 50 firm, zachowujgcych sie doskonale konkurencyjnie i posiadajacych
identyczna technologie. Koszty produkcji kazdej z nich wynoszq c(y) = y?/2.
Na rynku dziata rowniez monopolista o zerowych kosztach krarncowych. Popyt
rynkowy jest zadany przez

D(p) = 1000 — 50p.
(i) Jaki jest poziom produkcji maksymalizujacy zysk monopolisty?
(ii) Jaka jest cena maksymalizujaca zysk monopolisty?

(i11) Jaka ilo$é dobra oferowatby sektor doskonale konkurencyjny po tej ce-
nie?

Zadanie 2.55 Pomimo, iz wydaje sie byc logiczne, Ze celem firmy jest mak-
symalizacja zysku, mozna postawié pytanie, dlaczego nie dopuszcza sie innych
mozliwosci, np.: maksymalizacyi utargu przedsiebiorstwa albo liczby pracow-
nikow? Warto pamietac, zZe cel firmy jest okreslony przez jej wtascicieli, a ci
jakby nie bylo, sq rowniez konsumentami. W ponizszym zadaniu przekonasz
sie, ze celem wlascicieli firm zawsze bedzie maksymalizacja zysku''.

HSzersza dyskusja tego problemu zostala zaprezentowana m.in. w [MCWG95].
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Zatozmy, ze w gospodarce doskonale konkurencyjnej istnieje N firm, kto-
rych wtascicielams jest M konsumentow. Poprzez wtasno$é rozumiemy, iz
konsument © posiada udziat 0;; > 0 w firmie j. Oczywiscie > ;0,5 = 1, a
wiec wszystkie udziaty firmy j sa w posiadaniu konsumentow. Dodatkowo
dopuszczamy mozliwosé, ze dla niektorych v, 5 0;; = 0, czyli konsument ¢ nie
must mieé¢ udziatow wszystkich firm.

Kazda z firm produkuje oddzielne dobro j w ilosci x; po zadanej cenie p;.
Zysk kazdej z nich wynosi pjx; —cj(x;), gdzie c; okresla koszty catkowite j-tej
firmy. Konsument maksymalizuje swojaq uzyteczno$c¢ z konsumpcji wszystkich
dobr, przy zadanych cenach. Jego dochdd stanowi suma przychodow z zyskow
firm oraz staty dochod w;, pochodzacy z innego Zrodta.

Dla uproszczenia przyjmujemy, ze uzyteczno$cé u; konsumenta jest wklesta
i dwukrotnie rézniczkowalna, a koszty kazdego z przedsigbiorstw c; wypukte i
dwukrotnie rozniczkowalne. Dodatkowo zaktadamy, ze zysk kazdej z firm musi
byé nieujemny. Problem konsumenta i mozna tym samym zapisac jako

Maxg, v wi(z1, ..., TN)
p.w. Y piwy < w; + X0 0 [pjay — c(xy)]
pjx]- — cj(xj) 2 O,V(j = 1, Ce ,N)
(i) Zapisz funkcje Lagrange’a odpowiadajace powyzszemu problemowi.

(1) Wyprowads warunki pierwszego rzedu na maksymalizacje uzytecznosci
konsumenta.

(i1i) Na podstawie warunkéw pierwszego rzedu z podpunktu (ii) pokaz, Ze
konsument maksymalizuje swoja uzyteczno$é w punkcie, dla ktorego
spetniony jest warunek maksymalizacyi zysku kazdej z firm.
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3 Teoria r6wnowaga ogdlnej

Zadanie 3.1 ([Var97]) Narysuj skrzynke Edgewortha z nieskoriczonq liczbg
cen, okreslajgcych rownowagi walrasowskie.

Zadanie 3.2 ([Var97]) Rozpatrz ponizszy rysunek. Czy alokacja x* jest Pa-
reto-optymalna? Czy mozna dla tej alokacji zastosowac drugie twierdzenie
dobrobytu (tj. czy istniejq takie ceny, dla ktérych alokacja x* bedzie osiq-
gnieta w wyniku wymiany pomiedzy konsumentami, dla dowolnego zasobu
poczatkowego) ? Uzasadnij odpowiedz.

Dobro 2 \ xE Konsument 2

e

Konsument 1 Dobro 1

Zadanie 3.3 ([Var97]) Pokaz graficznie za pomocq skrzynki Edgewortha,
ze jesli preferencje konsumentow sq lokalnie nienasycone, to réwnowaga Wal-
ras jest Pareto-optymalna.

Zadanie 3.4 ([CNOO0]) W gospodarce zyja dwie osoby A i B, ktdre kon-
sumujq dwa dobra, x i y. Wyposazenie poczatkowe osoby A wynosi wa =
(20,10), a osoby B, wg = (50,20). Obie osoby majq identyczne funkcje uzy-
tecznosci u(z,y) = ziyi. Jesli p, = 1, ile wynosi py w ADCE?

Zadanie 3.5 Rozpatrzmy gospodarke wymiany, w ktorej dziata dwdoch kon-
sumentow 1 istniejq dwa dobra. Pierwszy z nich ma zadane preferencje przez
funkcje ui (1, z2) = 28wy, 208 drugi preez us(zy, 19) = x?xé_ﬁ. Poczgtkowy
zas6b kazdego z nich to w; = (1,1). ZnajdZ ceny oczyszczajace rynek. Podaj

alokacje obrane w rownowadze Arrow-Debreu.
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Zadanie 3.6 ([Var97]) Zaloimy ze w gospodarce wymiany istnieje dwdch
konsumentéw (A i B) z identycznymi preferencjami opisanymi za pomocq
funkeji ua(xy, z9) = up(x1, x2) = max{wy, x2}. Poczatkowy zaséb w calej go-
spodarce obejmuje 1 jednostke dobra 1 12 jednostki dobra 2. Narysuj skrzynke
Edgewortha ilustrujacq silnie © stabo Pareto-optymalne alokacje.

Zadanie 3.7 Rozpatrzmy gospodarke wymiany, w ktorej wystepuje dwoch
konsumentow 1 istniejg dwa dobra. Pierwszy z nich ma zadane preferencje
przez funkcje uy (1, x9) = alog x1+(1 — ) log xo, zas drugi przez us (1, r3) =
Blogxi+ (1 — 3)logxs. Poczatkowy zasob pierwszego z nich towy = (2,1), a
drugiego wy = (1,2). Znajdz ceny oczyszczajace rynek. Podaj alokacje obrane
w rownowadze Arrow-Debreu.

Zadanie 3.8 ([Var97]) Konsument A posiada preferencje opisane za po-
mocq ua(xy, xe) = T1+x2, a konsument B preferencje zadane przez up (1, xa) =
11

max{z1,x2}. Poczatkowy zasob kazdego z nich to (3, 5).

(i) Naszkicuj powyzszy przyktad wykorzystujge skrzynke Edgewortha.
(i1) Jaka jest réwnowagowa relacja cen py i pe?

(i1i) Jaka alokacja jest obrana w réwnowadze Arrow-Debreu?

Zadanie 3.9 ([Var97]) W gospodarce wymiany wystepuje 15 konsumentow
i istniejq 2 dobra. Konsument 3 ma preferencje okreslone przez ug(xy, xe) =
log x1+log x5. W jednej w Pareto-optymalnych alokacji x* konsument 3 otrzy-
mugje koszyk (10, 5). Znajdz ceny, przy ktérych alokacja x* zostata osiagnieta?

Zadanie 3.10 ([Var97]) Rozpatrzmy gospodarke, w ktdrej wystepuja dwie
firmy i dwoch konsumentow. Firma 1 jest w catkowitym posiadaniu przez
konsumenta 1. Produkuje ona armaty z oleju, wykorzystujgc technologie opi-
sang funkcjq produkcyi a = 2x. Firma 2 jest w catkowitym posiadaniu przez
konsumenta 2 v produkuje ona masto z oleju, przy wykorzystaniu technologii
opisanej przez m = 3x. Kazdy z konsumentow posiada wstepnie po 10 jedno-
stek oleju. Uzytecznosé konsumenta 1 jest zadana przez uy(a, m) = a®*m°6,

za$ drugiego przez ui(a,m) = 10 + 0.5log a + 0.5 log m.
(i) Okresl ceny armat, masta i oleju oczyszczajace rynek.

(11) Ile masta i armat konsumuge kazdy z konsumentow w ADCE?

(111) lle oleju zuzywa kazda z firm w ADCE?
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Zadanie 3.11 ([CNO0O]) W zamknietej gospodarce sq produkowane dwa do-
bra, x iy, oraz zatrudniane dwa czynniki produkcji, kapitat (K) i praca (L).
Podaz obydwu czynnikow jest doskonale nieelastyczna, a na wszystkich ryn-
kach panuje doskonata konkurencja, na ktorej osiggana jest ditugookresowa
rownowaga. Funkcje produkcji obydwu dobr opisane sq w nastepujacy spo-
s0b. -

z = fo(Ky, Ly) = 487 KL LY

1
Y= fy(Kya Ly) = i)’iKvyZ
gdzie K;, L;, 1 = x,y, okreslajq odpowiednio poziomy kapitatu i pracy zatrud-
nionych w danym sektorze. Wszyscy konsumencz w gospodarce maja jedna-
kowe preferencje okreslone przez u(x,y) = a;2y2 Laczna wartosé kapitatu w
gospodarce wynosi K = 324, a liczba pracownikow wynosi L = 2500. Cena
dobra x wynosi p, = 100.

(i) Podaj cene dobra y w réwnowadze Arrow-Debreu.
(i1) Podaj cene po jakiej wynajmowany jest kapitat w ADCE.
(11i) Podaj place otrzymywana przez jednego pracownika w ADCE.

Zadanie 3.12 W tym zadaniu rozpatrzymy problem z zadania 1.16 w wa-
runkach rownowagi ogolnej. Rozpatrz gospodarke z jednym konsumentem i
jedng firma. Konsument posiada poczatkowy zasob kapitatu w wysokosci ko,
oraz jednostke czasu wolnego, ktora moze rozdzieli¢ pomiedzy prace (1) i czas
wolny (n) (tym samym | +n = 1). Konsument wynajmuje firmie swdj ka-
pitat po cenie r oraz prace, otrzymujac wynagrodzenie w. Caty swdj dochdd
przeznacza na konsumpcje, ktorg nabywa po zadanej cenie p. Preferencje kon-
sumenta sq opisane za pomocqg u(c,n) = c*n'=e.

Firma wynajmuge od konsumenta prace 1 kapztai po zadanych cenachw ir,
aby zmaksymalizowaé zysk z produkcyi dobra konsumpcyinego, uzyskiwanego
za pomocq technologii opisanej przez f(K,L) = KPLY™P. Firma sprzedaje
dobro konsumpcyjne po zadanej cenie p.

(i) Pokaz, Ze niezaleinie od ceny r, konsument bedzie wynajmowat caly
swog kapitat poczatkowy k.

(i1) Zapisz problem konsumenta i odpowiadajaca mu funkcje Lagrange’a, a
nastepnie podaj warunki pierwszego rzedu na optymalny poziom c, [
oraz n.

(11i) Zapisz problem firmy, a nastepnie podaj warunki pierwszego rzedu na
maksymalizacje jej zysku.
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(v) Znajdi ceny r, w, p, oczyszczajace rynek. Podaj alokacje ¢, 1, n, k
obierane w rownowadze Arrow-Debreu.
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4 Wartosé pieniadza w czasie
We wszystkich z ponizszych zadan zakladamy zerowsa inflacje.

Zadanie 4.1 Pewna inwestycja trwa 2 lata, a rozklad naktadow inwestycyj-
nych w czasie jest nastepujgcy: 1 rok - 31 min 2, 2 rok - 1 min zt. Obiekt
funkcjonugje przez 3 lata przynoszac zyski po 13 min 2t rocznie. Czy inwestycja
jest optacalna? Czy co$ zmieni sie jesli naktady inwestycyjne bedq roztozone
1 rok - 1 mlin 2t, 2 rok - 31 min zt?

Zadanie 4.2 Rozwazamy kupno modemu majgc do wyboru urzqdzenia: PL
Robotics i Pyzel. Parametry urzqdzen sq nastepujgce: PL Robotics: cena: 300
2t szybkosé: 15 tys. bit/sec, Pyzxel: cena 1550 zt; szybkosé: 27 tys. bit/sec.
Roczne zapotrzebowanie na informacje jest 30 mld bitow. Koszt polgczenia
telefonicznego wynosi 3.6 zt/h. Okres eksploatacji urzadzenia 4 lata. Ktdre
urzqgdzenie optaca sie kupic? Co bedzie, gdy zapotrzebowanie na informacje
jest 25 mld bitow?

Zadanie 4.3 Czy kupitabys za 120 zt obligacje o wartosci nominalnej 200 zt
i terminie wykupu za 3 lata, jesli wiesz, ze jej oprocentowanie wynosi 2.5%
rocznie, stopa lokaty bankowej 5.0%, a stopa ryzyka 7.0% 7

Zadanie 4.4 Marynarz ze statku handlowego Jej Krolewskiej Mosci rozbit
sie na bezludnej wyspie. Jest jedynym, ktory przezyt. Z wraku statku udato
mu sie uratowacé w kilogramow zZywnosci, ktora nie ma terminu przedawnienia
waznosci. Jednodniowa uzytecznosé marynarza jest opisana przez logc, gdzie
¢ to wielkos¢ zjedzonego positku. Jesli rozbitek wie, zZe za T dni przyptynie po
niego statek ratunkowy, jakie bedzie optymalne rozdysponowanie Zywnosci (z
uwzglednieniem dyskontowania € (0,1))?

Zadanie 4.5 Rozpatrzmy podobny problem, jak w zadaniu 4.4, lecz tym ra-
zem marynarz nie uratowal Zywnosci, ale ziarna (w ilosci w), ktdre moze
zarowno zasadzié, jak 1 zjesé. Jesl zasadzi s ziaren jednego dnia, to nastep-
nego otrzyma ich f(s) = s*. Zakladamy, ze w wilgotnym klimacie tropikalnym
nasiona szybko gnija, dlatego wszystkie ziarna, ktore nie zostalty zjedzone lub
zasadzone przez marynarza, niszczejq. Jednodniowa uzytecznosé rozbitka wy-
nosi loge, a czynnikiem dyskontujacym jest § € (0,1).

(i) Zapisz problem optymalizacyjny marynarza (wskazéwka: przypomnij so-
bie zadanie 1.21) oraz odpowiadajaca mu funkcje Lagrange’a.

(i1) Podaj optymalna Sciezke konsumpcji marynarza.
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Zadanie 4.6 Firmy x iy operujq na rynku duopolistycznym. Poniewaz po-
sitadajq te samq technologie produkcyi, dzielg sie po rowno zyskami na rynku.
Zysk osiggany w ciqgu jednego roku przez kazdg z nich wynosi $10 mld. Firma
x zastanawia sie nad kupnem firmy y, by osiqgnacé pozycje monopolistyczng
na omawianym rynku. Jesli dosztoby do przejecia, firma x osiggataby roczny
zysk w wysokodci $17 mld. Stopa zwrotu z diugookresowych obligacji wynosi

5%.

(1) Jesli sytuacja obu firm jest na tyle silna, ze na rynku duopolistycznym
bedq otrzymywac state zyski do konca Swiata, jaka jest ich rynkowa
wartosc?

(i1) Jaka bedzie wartosé firmy x jesli dojdzie do przejecia?

(11i) Jaka jest maksymalna cena jokq zaplaci za przejecie firmy y zaplaci
firma x? Jaka jest minimalna cena, po jakiej wtasciciele firmy y sprze-
dadzq swoja firme? Czy dojdzie do przejecie? Uzasadnij.
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5 Wybdér w warunkach ryzyka

Zadanie 5.1 ([CNO00]) Vanessa ma skrzypce Stradivarius warte $400 000.
Poniewaz skrzypaczka podrdzuje, instrument ma 5% szanse na catkowite znisz-
czenie. Vanessa opricz skrzypiec ma lokate w banku w wysokosci $22 500.
Jej funkcja uzytecznoscei z posiadanego majatku wynosi u(w) = Jw, gdzie w
okresla poziom posiadanego majatku. Ile Vanessa bedzie sktonna zaplacicé za
ubezpieczenie skrzypiec?

Zadanie 5.2 ([Var97]) W wyniku rzutu moneta, z prawdopodobieristwem p
otrzymujemy reszke. Otrzymugesz propozycje zaktadu, w ktorym mozesz otrzy-
maé $27 jesli w j-tym rzucie wypadnie reszka.

1

(i) Jaka jest oczekiwana wygrana w tym zaktadzie, jesli przyjmiemy p = 5.

(i1) Zatézmy, ze Twoja oczekiwana uzyteczno$é jest okreslona przez u(x) =
log x. Wyraz uzytecznosc tej gry za pomocq sumy.

(ii) Oblicz wartosc tej sumy (podpowiedz: 32532, j(1 —p)!~" = [%)

(iv) Niech wy bedzie kwota, ktora dostarczytaby Ci tyle samo uzytecznosci.
Wyznacz wy.

Zadanie 5.3 ([CNOO0]) Michael lubi ryzyko i chce sie oZenié¢ z Betty. Ona
zaproponowata mu nastepujacy uktad. Jesli ich matzenstwo przetrwa rok,
Betty dostanie od meza $20 mid, w przeciwnym wypadku, to ona wypltaci
Michaelowi $20 mid z tytutu odszkodowania za straty moralne. UZytecznosé
Michaela ma postaé u(w) = w?. Michael ocenia, Ze malzeristwo ma 60% szans
na przetrwanie jednego roku, a jego obecny majatek wynosi $40 mld.

(i) Czy Michael bedzie sklonny przyjaé propozycje Betty, czy bedzie wolal
pozostac przy swoim majatku?

(ii) Wykaz, Ze Michael jest ryzykantem.

Zadanie 5.4 ([Var97]) Uzytecznosé konsumenta opisuje funkcja u(w) =
Vw. Poczatkowo jego zaséb wynosi $4. Jest on w posiadaniu kuponu na lo-
terie, ktdrego warto$é wyniesie $12 z prawdopodobieristwem % lub $0 z taka
samq szansq. Podaj oczekiwanag uzytecznosé konsumenta. Jaka jest najnizsza

cena p, po ktorej odsprzedatby kupon?

Zadanie 5.5 ([Var97]) Uzytecznosé konsumenta opisuje funkcja u(w) =
logw. Otrzymat on propozycje rzutu monetq wiedzac, Ze z prawdopodobieri-
stwem p wypada reszka. Jesli konsument postawi $x, to wygra w + x, jesl
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wypadnie reszka, lub w — x, jesli wypadnie orzel. Znajdz optymalnag wartosé
x, jako funkcje p i w. Dla jakiego prawdopodobieristwa konsument nie bedzie
sktonny do gry (tj. optymalne x = 0)?

Zadanie 5.6 Rozpatrzmy problem rolnika, ktorego preferencje sq opisane
przez u(w) = w®, 0 < a < 1, gdzie w okresla poziom jego zbioréw. Rolnik z
doswiadczenia zna kaprysy pogody i jest w stanie okreslié, ze z prawdopodo-
bieristwem p rok bedzie urodzajny, a z prawdopodobienistwem (1 — p) okolice
nawiedzi kataklizm niszczacy wiekszo$¢é jego zbiorow. Obecnie majatek rolnika
wynost w. Jesl nadejdzie urodzaj, zbiory rolnika bedq miaty wartosé w + x.
Jesl nadejdzie kataklizm, zbiory bedqg warte w — x.

(i) Zapisz uzytecznosé oczekiwana rolnika.

(i1) Zaloimy, ze rolnik moze sie ubezpieczyé, tj. placac sktadke y przeniesie
cate ryzyko na ubezpieczyciela. Zapisz w najprostszej postaci warunek
na maksymalna sktadke jakq bedzie on gotowy zaptacic.

(i11) Jak wysokos¢ sktadki zalezy od x, p i w.
(iv) Dla jakiego p wartos¢ sktadki bedzie najnizsza (najwyzsza)?

Zadanie 5.7 ([CNO00]) Jens ma majatek wart $40 000. Prawdopodobien-
stwo kradziezy wszystkiego co posiada wynosi 1%. UZyteczno$é Jensa z ma-
jatku jest opisana przez u(w) = \/w, gdzie w okresla jego majatek. Ile Jens
zaplaci za sprawiedliwe aktuarialnie ubezpieczenie?

Zadanie 5.8 ([Var97]) Konsument ma uzyteczno$é o postaciu(w) = —1/w.
Otrzymat on mozliwosé zagrania w loterie, w wyniku ktorej otrzyma wy z
prawdopodobieristwem p lub we z prawdopodobieristwem (1 — p). Jaki powi-
nien byc poczatkowy majatek, by byto mu bez roznicy czy zagra w loterie, czy
nie?

Zadanie 5.9 ([Var97]) Rozpatrz problem konsumenta, ktory pragnie zmak-
symalizowacé swoj dochod w kolejnym okresie. Wiadomo, Ze w nastepnym
okresie wystapt jeden ze stanow s = 1,...,S, z prawdopodobienstwem p.
Konsument ma za zadanie obra¢ swdj portfel inwestycyjny a = (aq, ..., as),
gdzie ag okresla ilos¢ akcji danego aktywa. Jesli w nastepnym okresie wy-
stapi stan s, wowczas konsument otrzymugje dochod ag. Cena kazdego aktywa
wynost v, a posiadany majatek konsumenta to w. Konsument moze prze-
nies¢ swoj majatek na okres nastepny tylko za pomocq aktywow. Jego celem
jest zmaksymalizowac zdyskontowang warto$é oczekiwang swojej przysztes wy-
ptaty. Niech 0 = 1—_1“, bedzie czynnikiem dyskontujacym.
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(i) Znajdz optymalne a dla zadanych prawdopodobieristw standw ps i cen
Vs

(i1) Jak zmieni sie portfel konsumenta, gdy bedzie on dazyt do maksymaliza-
cji oczekiwanej, przysztej uzytecznosci z majatku, opisanej przez u(w) =
logw?

Zadanie 5.10 ([MCWG95]) Rozpatrzmy gospodarke wymiany w warun-
kach niepewnosci. W gospodarce wystepuje dwdoch konsumentow, dwa stany
natury 1 jedno dobro konsumpcyjne. Przed rozwiqzaniem niepewnosci, kon-
sumenci okreslajq kontrakty na ceny i ilosci dobr, w zaleznosci od stanu na-
tury, ktore zostang zrealizowane, gdy nadejdzie jeden z dwoch stanow na-
tury. Uzyteczno$é pierwszego konsumenta ma postaé ui(x) = x, a drugiego
uy(z) = logx. Przez xg;, s = 1,2, i = 1,2, oznaczymy ilosé dobra x konsu-
mowanego w stanie s przez konsumenta i, natomiast przez my;, subiektywne
prawdopodobienstwo konsument i wystgpienia stanu s. Niech wy bedzie zaso-
bem poczatkowym, ktory w stanie s otrzyma kazdy z konsumentow.

(i) Czy preferencje konsumentow wykazuja awersje do ryzyka? Uzasadnij.

(i1) Zatézmy, Ze konsumenci majq takie same subiektywne prawdopodobieri-
stwa wystapienia kazdego ze standw. Pokaz, Ze w wewnetrznej ADCE
konsument 2 ubezpiecza sie w calosci (tj. niezaleinie od stanu konsu-
muge tyle samo).

(i11) Zatozmy tym razem, Ze konsumenci majq inne subiektywne prawdo-
podobienstwa wystapienia kazdego ze stanow. Pokaz, zZe tym razem w
wewnetrzney ADCE konsument 2 nie ubezpiecza sie w catosci. Jak jest
to uzaleznione od réznicy subiektywnych prawdopodobienstw? Pokaz, Ze
gracz 1 nie zyskuje na wymianie.

Zadanie 5.11 W gospodarce istniejq dwa aktywa ryzykowne i jedno pewne.
Zwrot z pierwszego (odpowiednio drugiego) ryzykownego aktywa wynosi Ry
(odpowiednio Ry) z prawdopodobieristwem oy (az) lub 0 w przeciwnym wy-
padku. Zwrot z pewnego aktywa wynosi Ry. Konsument posiada poczgtkowo
majatek w, ktory przeznacza w caltosci na powyzsze aktywa tak, aby zmaksy-
malizowaé swojq uzytecznos$é u(w) = logw. Przez 0;, i = 1,2,3, oznaczmy
udzial i-tego aktywa w portfelu konsumenta. Znajdz optymalny portfel konsu-
menta.

Zadanie 5.12 W gospodarce istnieje m aktywow ryzykownych i jedno pewne.
Zwrot z aktywa ryzykownego i jest zmienna losowa R; o rozktadzie normalnym
N(u;,02),1=1,...,m. Rozktady wszystkich aktywéw sq od siebie niezalezne.
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Zwrot z aktywa pewnego wynosi Ry. Konsument posiada poczatkowy maja-
tek w wysokosci w, ktory przeznacza w catosSci na powyzsze aktywa tak, aby
zmaksymalizowaé swoja uzytecznosé u(w) = w — bw?. Przez 0;,i=1,...,m,
oznaczmy udziat i-tego aktywa w portfelu konsumenta.

(i) Jaka jest ogdlna postaé wartosci oczekiwanej uzytecznosci u?

(i1) ZnajdZ optymalny portfel konsumenta.
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6 Teoria gier

Zadanie 6.1 (Poréwnywanie monet (matching pennies)) Gra wygla-
da nastepujaco. Kazdy z dwoch graczy uklada niezaleinie na stole monete,
odwracajgce ja jedng ze stron do gory (ortem - O lub reszkq - R). Nastepnie
gracze jednoczesnie odstaniajq swoje monety. Macierz wyptat zamieszczono
ponizej.

R )

Rl 1-1|-1,1
Ol -1,1]1,-1

Znajdz rownowagi Nasha gry w strategiach czystych i mieszanych.
Zadanie 6.2 Zapisz gre z zadania 6.1 w postaci ekstensywnej.

Zadanie 6.3 ([Var97]) W ponizszej grze znajdZ rownowagi w strategiach
zdominowanych.

L | S|P

G| 3353|0300
S| 3012202
Dio00]|20]11

Nagstepnie znajdz wszystkie rownowagi Nasha gry w strategiach czystych. Co
mozesz powiedzie¢ o rownowagach w strategiach zdominowanych i rownowa-
gach Nasha?

Zadanie 6.4 ([FT02]) Udowodnij, ze jesli po iteracyjnym eliminowaniu stra-
tegii zdominowanych pozostaje dokladnie jeden profil strategii, to musi on byé
rownowagq Nasha.

Zadanie 6.5 ([MCWG95]) Udowodnij, ze (i) jesli gracz ma dwie stabo do-
minujace strategie, to dla kazdej strategii obranej przez drugiego gracza, mu-
szq one dawaé taka sama wyplate. (ii) Podaj przyktad gry dwuosobowej, w
ktorej gracz pierwszy ma dwie stabo dominujqce strategie, ale gracz prefero-
watby, zeby gracz pierwszy obierat tylko jedng z nich.

Zadanie 6.6 ([Var97]) Rozpatrz poniisza gre.
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L | P

G| a,b
D | ef

c,d

g,h

(i) Jesli (G, L) jest rownowagq w strategiach dominujacych, jakie warunki
muszq spetniac a, ..., h?

(11) Jesli (G, L) jest réwnowaga Nasha, ktére z warunkdw zapisanych z
punkcie (1) muszq byc spetnione?

(111) Jesli (G, L) jest réwnowagq w strategiach dominujacych, to czy musi
ona byc¢ rownowagq Nasha?

Zadanie 6.7 (Gra w cykora (play chicken)) Dwdch kierowcow w roz-
pedzonych samochodach jedzie w swoim kierunku waqska droga, na czotowe
zderzenie. Kazdy z nich ma trzy strategie: jechac prosto (JP), w ostatniej
chwili skreci¢ w lewo (SL) lub w ostatniej chwili skreci¢ w prawo (SP). Jesli
jeden z kierowcow skreci w lewo albo w prawo, podczas gdy drugi pojedzie
prosto, to wygrywa ten ktory pojechat prosto (drugi jest cykorem). Jesli obaj
pojadaq prosto, ging tragicznie w wypadku, podobnie jak w sytuacyi, gdy jeden @
drugi postanowiq w ostatniej chwili skrecié w przeciwnych kierunkach (wtedy
takze dochodzi do zderzenia czolowego, np.: (SL,SP) lub (SP,SL)). Jesli sie

mang, nikt nie wygrywa. Wyptaly zapisano w macierzy ponizej.

SL JP SP
SL 0.0 10,10 | -100,-100
JP | 10,-10 | -100,-100| 10,-10
SP | -100,-100 | -10,10 0,0

(i) Znajdz wszystkie réwnowagi Nasha w strategiach czystych.
(i1) ZnajdZ wszystkie réwnowagi Nasha w strategiach mieszanych.

(111) Jesli gracze graja strategie mieszane, jaka jest szansa, Ze w réwnowadze
Nasha Zaden z kierowcow nie zginie?

Zadanie 6.8 Zapisz gre z zadania 6.7 w postaci ekstensywne;.
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Zadanie 6.9 ([MCWG95]) Rozpatrz proces negocjacji, podczas ktdrego dwie
jednostki podejmujq decyzje w sprawie inwestycji, ktéra przyniesie im $100

zysku, ale muszq okreslic jak zostanie on podzielony. Negocjacje wygladajg

nastepujgeo. Kazdy z graczy jednoczesnie zglasza swoje Zgdanie co do wy-

sokosci zysku. Jesli suma ich Zgdan jest wieksza niz $100, nie dochodzq do

poTOZUMIENIA T 2rywajq negocjacje nie otrzymujace nic w zamian. Jesl suma

ich Zqgdan jest mniejsza niz $100, kazdy dostaje tyle ile Zqdal, a reszta zostaje

przeznaczona na cele charytatywne.

(i) Podayj silnie zdominowane strategie kazdego z graczy.
(i1) Podaj stabo zdominowane strategie kazdego z graczy.

(i1) Jakie sq rownowagi Nasha w strategiach czystych podanej gry? Czy ist-
niejq rownowagi Pareto-optymalne?

Zadanie 6.10 (Model Hottelinga (1929)) W miasteczku wybudowanym
wzdtuz prostej drogi, mieszkancy zamieszkuja na jej 1 milowym odcinku (mias-
to jest jednostajnie zageszczone przez mieskoriczong mase mieszkancow na
tym odcinku). Ceny lodow w miescie sq jednakowe w kazdej lodziarni, dla-
tego kazdy z konsumentow zawsze chodzi do tej, ktora jest najblizej jego domu
(zaktadamy, Ze cena loddw jest na takim poziomie, iz konsument jest gotowy
przejsé nawet catq mile, zZeby je kupic). Jesli dwie lodziarnie stoja w jednym
miejscu, dzielg sie sprzedazqg po potowie.

(i) Rozpatrz przypadek, w ktorym dwie lodziarnie podejmujq jednoczesnie
decyzje o swojej lokalizacyi. Pokaz, Ze istnieje doktadnie jedna réowno-
waga Nasha w strategiach czystych, w ktorej obydwie lodziarnie obierajg
lokalizacje doktadnie w sSrodku miasta.

(i1) Pokaz, Ze jesli rozpatrzymy taka sama gre z trzema graczami, to nie
istnieje rownowaga Nasha gry w strategiach czystych.

Zadanie 6.11 ([Var97]) Rozpatrz nastepujaca gre.

L S P

1,0 | 1,2 | 2-1
1,1 | 1,0 | 0,-1

n

(i) Wskaz strategie obu graczy, ktore sq silnie zdominowane.
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(i) Wskaz strategie obu graczy, ktére sq stabo zdominowane.

(11i) Sprobuj znaleZé réownowagi w strategiach dominujacych, a nastepnie
wszystkie rownowagi Nasha. Co mozesz powiedziec o tych dwdch typach
rownowag? Ktora jest pojeciem stabszym, a ktora mocniejszym?

Zadanie 6.12 ([MCWG95]) Rozpatrz nastepujaca gre.

LL L M R

U 100,2 -100,1 | 0,0 | -100,-100
D | -100,-100 | 100,-49 | 1,0 100,2

(i) Jako gracz 2 (wybierajqc strategie LL, L, M, R), bez moZliwosci komu-
nikacji z graczem 1 przed grq, ktorg strategie bys obrat?

(i1) Jakie sq réwnowagi Nasha (w strategiach czystych i mieszanych) w po-
wyzszej grze?

(i1i) Czy strategia obrana w podpunkcie (i) nalezy do strategii obieranych w
jednej z rownowag? Czy Twoja strategia nalezy do strategii zracjonali-
zowanych'?,

(iv) Jesli by umozliwiono komunikacje miedzy graczami przed rozpoczeciem
gry, obralbys inng strategie niz w podpunkcie (i)?

Zadanie 6.13 ([Var97]) Rozpatrz ponizszq gre.

L | P
G| 22 |-1,-1
DI -1,-1] 1,1

(1) Znajdz wszystkie réwnowagi Nasha w strategiach czystych.
(i1) Czy wystepuja w tej grze réwnowagi Pareto-lepsze od innych?

(i1i) Zatézmy, ze gracz pierwszy (wybierajacy strategie G,D) wykonuje ruch
jako pierwszy i zobowiqzuje sie do swojej strategii. Czy policzone row-
nowagi w punkcie (i) dalej sq réwnowagami Nasha?

12 Strategiami zracjonalizowanymi nazywamy strategie, ktére otrzymano w wyniku ite-
racyjnej eliminacji strategii, ktére nigdy nie sa najlepsza odpowiedzia.
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(v) Zapisz gre w postaci ekstensywnej i znajdz wszystkie réwnowagi Nasha
doskonale ze wzgledu na podgry gry z punktu (iii).

Zadanie 6.14 ([MCWG95]) Rozpatrz nastepujacq sytuacje. Dwie wrogie
sobie armie decyduja sie zajac¢ wyspe. Generatowie kazdej z nich decydujq jed-
noczesnie o tym czy zaatakowaé (A), czy nie zaatakowaé¢ (N A). Dodatkowo,
kazda z armii jest silna (s) albo staba (w) z réwnym prawdopodobieristwem
(kaZda z armii losuje swoj typ niezaleznie od przeciwnika), a jej typ jest znany
tylko jej generatowi. Wypltaty sa nastepujace. Wyspa jest warta M jesl zo-
stanie zdobyta. Armia moze zdoby¢ wyspe, jesli sama zaatakuje, podczas gdy
druga armia nie atakuje, badZ gdy jest silna i atakuje, a druga jest staba i
atakuje. Jesli obydwie armie sq tego samego typu i obydwie atakuja, Zadna
z mich nie zdobywa wyspy. Kazda armia ponosi koszt walki, ktory wynosi cs,
jesli jest silna lub ¢, jesli jest staba (cs < c¢y).

(i) Zapisz gre w postaci strategicznej.
(ii) Zapisz gre w postaci ekstensywney.

(i1i) Jesli kazdy z generatow bedzie kierowat sie maksymalizacja oczekiwanej
wyplaty, jakie bedaq réwnowagi Nasha gry w strategiach czystych (wska-
zowka: rozpatrz oddzielnie przypadki, gdy analizowana armia jest silna
albo staba)?

Zadanie 6.15 Rozpatrzmy zmodyfikowana gre do tej w zadaniu 6.14. Tym
razem jedna z armit zdobyla wyspe wczesniej, a generat drugiej zastanawia
sie czy ja odbié (zaatakowaé - A), czy tez nie (nie atakowaé - NA). General
armii pierwszej podejmuge decyzje jako pierwszy. Moze zadecydowaé o odwro-
cie z wyspy (nie atakuje - NA), lub o bronieniu jej do ostatniego Zotnierza
(atakuje - A). Generat armii pierwszej zobowiqzuje sie do obranej strategii
(jesli dokona odwrotu, nie zdazy powrdcié na pole bitwy, aby bronié wyspy,
a jesl zadecyduje o obronie, bedzie kazatl spali¢ wszystkie mosty, ktore umoz-
liwityby ucieczke jego Zolnierzom). Wyplaty i koszty walki pozostajq jak w
zadaniu 6.14.

(i) Zapisz gre w postaci strategicznej.
(i1) Zapisz gre w postaci ekstensywney.

(111) Jesli kazdy z generatow bedzie kierowal sie maksymalizacja oczekiwanej
wyptaty, jakie bedq rownowagi Nasha doskonate ze wzgledu nad podgry
w strategiach czystych?
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(iv) Poréwnaj wyniki z zadaniem 6.14. Jak zobowiqzania armii pierwszej
wplywaja na réwnowagi gry? Dlaczego palenie za sobq mostow wydaje
sie by¢ dobrym posunieciem?

Zadanie 6.16 (Gra w stonoge (centipede game)) W skoriczonej grze z
petng informacjq dwdch graczy rozpoczyna gre majgce przed sobg $1. Nastepnie
na przemian decyduja, czy cheq kontynuowaé gre (c), czy ja zakoniczyc (s).
Jesli gracz zdecyduje sie kontynuowad gre (c), sedzia zabiera mu $1 i doktada
$2 przeciwnikowi. Jesli gracz zakoriczy gre (powie stop - s), gracze otrzymujq
wyptaty, ktore zgromadzity sie dotychczas na ich kontach. Jesl zaden z graczy
nie powie stop, gra konczy sie gdy bedq mieli po $100 kaZdy.

Gracz 1 Gracz 2 Gracz 1 Gracz 2 Gracz 1 Gracz 2 (100,100)
Kontynuuj Kontynuuj Kontynuuj Kontynuuj Kontynuuj
Stop Stop Stop Stop Stop Stop
(1,1) (0,3) (2,2) (1,4) (99,99) (98,101)

Znajdz rownowage Nasha doskonata ze wzgledu na podgry. Czy istniejq profile
strategit dajgce Pareto-lepsze wyptaty?

Zadanie 6.17 ([MCWG95]) Na rynku wystepuja dwie nisze, mata (M) i
duza (D). Dwie firmy decydujq jednoczesnie czy chea wejsé na rynek. Jesli
firma nie wchodzi na rynek (NW), otrzymugje wyptate 0. Jesli firma wejdzie
na rynek (W), a druga nie, pierwsza firma przejmuje wszystkich klientow i
otrzymugje zysk rowny 2.

Jesli obie firmy wejda na rynek, jednoczesnie podejmujq decyzje o niszy,
na ktorej chcq operowaé. Obie firmy ponosza straty jesl wybiora te samaq
nisze, przy czym straty sq wieksze jesli wspdlnie wybiora malq nisze (M)
(zatdzmy, Ze kazZda firma odnosi strate —6 jesli obie wybiora M oraz —3 jesli
wybiorg D). Jesli jedna firma wybierze duzq nisze (D), a druga mata (M), to
firma operujaca na duzym rynku odnosi zysk, a druga strate, przy czym strata
ta jest mniejsza niz w przypadku, gdyby obie firmy obraly te sama nisze (firma
operujgca na duzym rynku otrzymuje zysk rowny 1, a druga strate réwng —1).

(i) Zapisz gre w postaci ekstensywney.

(i1) Zapisz gre w postaci strategicznej.
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(111) ZnajdZz wszystkie réwnowagi Nasha doskonate ze wzgledu na podgry w
strategiach czystych.

Zadanie 6.18 ([MCWG95]) W ponizsza gra, w ktorej decyzje sq podejmo-
wane jednoczesnie, jest grana dwa razy.

by by b3

a | 10,10 2,12 0,13
as || -12,2 | 55 | 0,0
as | 13,0 | 0,0 | 1,1

Gracze obserwujq strategie przeciwnika 1 wyptaty pierwszej gry, zanim przy-
stapiq do drugiej rozgrywki. Podaj rownowagi Nasha doskonate ze wzgledu na

podgry tej gry.

Zadanie 6.19 ([MCWG95]) Rozpatrz nastepujaca gre.

Gracz 1

Gracz 2

(4,2) (1.1) (5,1} (2,2)

(i) Znajdz réwnowagi Nasha doskonate ze wzgledu na podgry. Czy jest je-
dyna? Czy wystepuja inne réwnowagi Nasha (w strategiach czystych lub
mieszanych) ?

(i1) Zaloimy, ze gracz 2 nie obserwuje ruchéw gracza 1. Zapisz nowq po-
stac ekstensywna tej gry. Jakie sq rownowagi Nasha w zmodyfikowanej
wersji gry (w strategiach czystych i mieszanych)?
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(i11) Zatézmy, ze gracz 2 obserwuje prawdziwy ruch gracza 1 z prawdopo-
dobienistwem p € (0,1), a nieprawdziwy z prawdopodobieristwem 1 — p
(np.: jesli gracz 1 gra T, to gracz 2 obserwuje T z prawdopodobieristwem
p oraz B z prawdopodobieristwem 1 — p). Zaldimy, ze kazdy z graczy
zna wartosé p. Zapisz ponownie ekstensywnqg forme gry. Zaktadajac, ze
graczom zalezy na maksymalizacyi oczekiwanej wyptaty, wskaz wszystkie
rownowagi Nasha doskonate ze wzgledu na podgry.

Zadanie 6.20 ([MCWG95]) Rozpatrz dwuosobowq gre w nastepujacej for-
mie.

by | by

ai || w,v | Im

as | wx | y,z

Pokaz, ze zawsze istnieje réwnowaga Nasha w strategiach czystych (wskazowka:
zdefiniuj strategie gracza 1 jako prawdopodobienstwo wybrania strategii ay, a
strategie gracza 2 jako prawdopodobieristwo obrania strategit by; nastepnie
przeanalizuj odwzorowania naglepszej odpowiedzi obydwu graczy).
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7 Oligopol

Zadanie 7.1 W duopolu funkcja popytu rynkowego wzgledem ceny ma postac
D(p) = A—p, A > 0. Obie firmy maja stale, choc¢ rdzne, koszty krarcowe
produkcgi, odpowiednio c, i c,. Wylicz produkcje kazdej firmy i catego rynku,
cene oraz zysk firm jesli: (i) obie zachowujq sie zgodnie z modelem Cour-
nota, (ii) jedna odgrywa role lidera, druga - zachowuje sie zgodnie z modelem
Cournota, (11i) pojawia sie zmowa. Co by bylto gdyby rynek mial charakter
doskonale konkurencyjny? Jak zmieniajq sie zyski firm pod wplywem zmiany
wlasnych kosztow i kosztow rywala?

Zadanie 7.2 ([CNOO]) Na rynku oligopolistycznym dziala dziesieé firm, ope-
rujacych przy zerowych kosztach zmiennych. Popyt na dobro jest opisany
funkcjq D(p) = 600 —0.25p. Oblicz wielko$¢ produkcji reprezentatywnej firmy
w rownowadze Cournot.

Zadanie 7.3 Krzywaq reakcji firmy 1 opisuje funkcja qi(qe) = 80 — 0.5¢2, a
firmy 2 ¢5(q1) = 80 — 0.5¢;. Obie firmy operujq przy statych kosztach zmien-
nych. O ile wyzsza bedzie cena ustalona w réwnowadze na rynku oligopoli-
stycznym, od ceny ustalanej na rynku doskonale konkurencyjnym?

Zadanie 7.4 ([Var97]) Zaloimy, ze na rynku wystepuja dwie firmy ze sta-
tymi kosztami krancowymi, oznaczonymi odpowiednio przez ¢ i cy. Niech
c1 < co. Rynek jest gotow zakupic QQ > 0 jednostek dobra od producenta
oferujgcego nizsza cene. Firmy sq w stanie zaspokoic¢ cale zapotrzebowanie
rynku.

(i) Zapisz postaé indywidualnej funkcji popytu kazdej z firm (zaleznej od
ceny firmy i jej konkurenta).

(i1) ZnajdZ rownowage Nasha w strategiach czystych tej gry, jesli firmy pro-
dukujgce homogeniczny produkt konkurujq ze sobq cenowo (przestrzen
strategii graczy to zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych, R, ).

(111) Jak ksztattowalyby sie ceny i ilosci débr na rynku, gdyby firmy zacho-
wywatyby sie doskonale konkurencyjnie?

Zadanie 7.5 ([Var97]) Niech popyt na rynku dobra x bedzie liniowy, a koszty
krancowe dwéch operujacych na nich firm jednakowe i stale rowne c. Pokaz,

ze w konkurencji Cournot ceny sq zawsze wyzsze, a ilosci dobr mniejsze, niz

w przypadku konkurencyi Bertranda.
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Zadanie 7.6 Niech koszty krancowe dwoch firm operujgcych na rynku bedg
okreslone przez ¢ 1 co. Niech ¢y < co. Pokaz, ze w przypadku zawigzania
kartelu g1 > qo. Dla uproszczenia przyjmij zatozenie o liniowosci popytu.

Zadanie 7.7 ([Var97]) Rozpatrz rynek, na ktérym operuja dwie firmy z ze-
rowymi kosztami kranicowymi. Popyt jest zadany za pomocq funkcji p(Q) =
100 — Q, gdzie Q = q1 + q2, q1, g2 sa poziomami produkcji odpowiednio pierw-
szej 1 drugiej firmy.

(i) Znajdz réwnowage doskonale konkurencyjna na tym rynku. Ile wynosi
wowczas taczna podaz Q¢

(i1) Jesli firmy konkuruja ze soba pod wzgledem ilosci produkcyi, jaki bedzie
poziom ) w rownowadze? Jaka bedzie cena?

(11i) Jesli firma 1 bedzie zachowywaé sie jako lider, a 2 jako nasladowca,
jaka bedzie ilos¢ dobra produkowana w réwnowadze Stackelberga? Na
jakim poziomie zostanie ustalona cena?

Zadanie 7.8 ([CNO0O0]) Rynek oligopolistyczny tworzy 11 firm sprzedaja-
cych homogeniczny produkt. Jedna z nich zdominowala rynek i przyjeta po-
zycje przywodcy cenowego. Funkcja kosztow firmy dominujgcej przyjmuge
postaé TCy(q1) = 3¢}. Koszty pozostatych 10 sq opisane za pomocq TC;(q;) =
10¢?, i = 2,...,11. Popyt rynkowy jest nastepujacy: D(p) = 600 — 3p. Oblicz
poziom produkcyi kazdej z firm oraz cene ustalong w réwnowadze na rynku.

Zadanie 7.9 W ponizszym zadaniu rozpatrzysz model Bertranda ze zrozni-
cowanym produktem. Zatozmy wystepowanie na rynku dwoch firm, z ktorych
kazda produkuje troche inny produkt. Popyt na dobro firmy i = 1,2 bedzie
okreslony przez D;(p1, p2) = o — Bi(pi — p—i). Koszty krancowe sq stale i wy-
noszaq odpowiednio ¢y i co. Jesli firmy konkuruja ze sobq cenowo, jaki bedzie
poziom produkcji i ceny w rownowadze? Czy firmy beda sktonne do okreslania
ceny na poziomie kosztu krarnicowego? Uzasadnij i zinterpretuj ekonomicznie.

Zadanie 7.10 ([CNOO]) Duwie firmy na rynku oligopolistycznym wytwarzajq
zroznicowany produkt. Doszty one do porozumienia, ze najlepiej dla nich be-
dzie zawigzac kartel 1 wspolnie maksymalizowacé zysk catego rynku. Koszty
catkowite obydwu firm opisane sq odpowiednio przez TCy(q1) = 1.5¢7 oraz
TCy(q2) = 3q5 + 8. Popyt na produkt kazdego z mich jest opisany przez
P1(q1,q2) = 8—=5q1 —qo 0raz pa(q1, q2) = 7T—q1 —2qo. Oblicz wielko$é produkcji
kazdej z firm, oraz ceny przez nie ustalane.
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8 Niedoskonalosci rynku

8.1 Dobra publiczne

Zadanie 8.1 ([CNO00]) W miasteczku zyje 3000 0sdb, ktdre konsumuja do-
bro prywatne x 1+ dobro publiczne G. Za jednostke dobra prywatnego nalezy
zaptacic p, = 4, a publicznego pg = 10. Wszyscy majq takq samq funkcje
uzytecznosci, opisang funkcjq u(x, G) = z+G3. e powinna wynosic¢ produk-
cja dobra publicznego w alokacyi Pereto-optymalnej? Jaki jest poziom dobra
publicznego w rownowadze Nasha?

Zadanie 8.2 ([Var97]) Rozpatrzmy gospodarke sktadajacq sie z dwéch kon-
sumentow, ktorzy czerpiq uzytecznosé z konsumpcji dobra prywatnego (x;,1 =
1,2) oraz publicznego (G). Kazdy z nich ma jednakowe preferencje u(z;, G) =
Gox}!™®, i = 1,2, ale réine zasoby poczatkowe (odpowiednio wy i wy). War-
tosé dobra publicznego G jest proporcjonalna do sktadek konsumentow (G =
g1 + 9o, gdzie g; okresla skladke i-tego konsumenta).

(i) Znajdz réwnowage Nasha w strategiach czystych w podanej grze.

(i1) ZnajdZ optymalna alokacje, maksymalizujgce sume uzytecznosci obydwu
graczy.

(i1i) Pokaz wielkos¢ efektu gapowicza u kazdego z graczy.

(iv) Jak duza musi by¢ rdéznica pomiedzy dochodami obydwu graczy, aby w
rownowadze go = 0, tj. cate dobro publiczne byto finansowane przez
pierwszego gracza?

Zadanie 8.3 ([CNO00]) W gospodarce jest produkowane jedno dobro publiczne
(G) i jedno dobro prywatne (). Krzywa mozliwosci produkcyjnych mozna
zapisaé za pomocq Y = {(x,G) : x? + 100G = 5000}. W gospodarce Zyje
100 0s6b, o jednakowych preferencjach opisanych przez u;(x;, G) = arz/?Gl/Q,
i =1,...,100, gdzie x; konsumpcje dobra prywatnego i-tej osoby (przyjmij

(i) Ile wynosi optymalny poziom produkcji kazdego z débr?

(11) Jaki jest poziom uzytecznosci jednostki w alokacji Pareto-optymalne;?

Zadanie 8.4 Rozpatrz nastepujaca gre jako rozwigzanie problemu finanso-
wania dyskretnego dobra publicznego. Kazdy z dwdch podmiotow okresla swoj
udziat b;, 1 = 1,2, w finansowaniu dobra publicznego. Jesli by + by > ¢, dobro
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publiczne zostaje sfinansowane, a kazdy z agentow musi zaptaci¢ okreslong
wezesniej kwote. W przeciwnym wypadku, zZaden z nich nic nie ptaci. Jesli w;
okresla poczatkowy majatek kazdego z podmiotow, to ich uzytecznosé mozemy
zapisacé jako

w; —b; +c¢ gdy b1+ by > c,
ui(wiybiaci) =
wW; w.p.p.

(i) Pokaz, ze w réownowadze by + by = ¢ albo by = by = 0. Czy w tej grze
wystepujq stabo zdominowane strategie?

(i1) Okresl wszystkie réwnowagi Nasha w strategiach czystych tej gry.

(111) Okresl rozwigzania Pareto-optymalne tej gry. Czy naleza one do zbioru
rownowag?

(iv) Czy istniejq rownowagi, w ktérych dobro nie jest finansowane?

Zadanie 8.5 Rozpatrz gre jak w zadaniu 8.4, lecz tym razem funkcja uzy-
tecznosci podmiotow ma postaé

log (w; — b; +¢) gdy by + by > c,
Ui(wiabiyci) =
log w; w.p.p.

(1) Okresl wszystkie réwnowagi Nasha tej gry.

(i1) Okresl rozwigzania Pareto-optymalne tej gry. Czy nalezq one do zbioru
rownowag?

(111) Poréwnaj wyniki z tymi uzyskanymi w zadaniu 8.4. Ile tym razem ist-
nieje optymalnych rozwigzan? Jesli wy < wsy, ktory z graczy bedzie mu-
sial zaplacié wyzszq sktadke?

(iv) Czy istniejq rownowagi, w ktérych dobro nie jest finansowane?

Zadanie 8.6 ([Var97]) Pewne nieodkryte plemie Grads zamieszkujace serce
amazonskiej puszczy, charakteryzuje sie tym, ze jego cztonkowie konsumujq
wytacznie orzechy kokosowe. Kokosy stuzg im do dwdch celow. Mogq je jesc,
albo poswiecac w ofierze bogom, podczas rytualnych obrzedow.

Zatozimy, ze kazdy i-ty, i = 1,...,n, cztonek plemienia Grad ma poczat-
kowy zasob kokosow rowny w; > 0. Niech x; > 0 okresla ilosé kokosow konsu-
mowanych, a g; > 0 ilos¢ kokosow poswiecanych w ofierze przez i-tego cztonka
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plemienia. Calkowita ilo$¢ kokosow przeznaczanych na ofiare wynosi tym sa-
mym G =31, g;. Uzytecznosé kazdego z Gradow jest opisana za pomoca

wi(z;, G) = x; + a; log G,
gdzie a; > 0. Niech G_; = 324, g5, stad mozemy zapisa¢ G = g; + G_; =
Gi + 2252 95
1) Zapisz problem optymalizacyjny i-tego czlona plamienia. Zapisz odpo-
y ymy g
wiadajacg mu funkcje Lagrange’a.

(11) ZnajdZ odwzorowanie najlepszej odpowiedzi kazdego z cztonkdw plemie-
nia.

(111) Czy w tej grze bedzie wystepowat efekt gapowicza? Kto bedzie na niego
najbardziej narazony?

(v) Znajdz optymalnag alokacje kokosow w plamieniu Gradow.

8.2 Efekty zewnetrzne

Zadanie 8.7 ([CNO0O0]) Fabryka celulozy produkuje przy kosztach krarico-
wych MCp(q) = 2q. Koszty zewnetrzne dla otoczenia opisane sq za po-
moca funkcji MCs(q) = q. Popyt na produkt firmy przyjmuje postaé D(q) =
280 — 2.

(i) Zatoimy, Ze firma zachowuje sie doskonale konkurencyjnie. Podaj cene
i wielko$¢ produkcyi, w przypadku gdy firma nie vwzglednia kosztow ze-
wnetrznych.

(i1) Jak zmieni sie poziom produkcji i cena, jesli firma bedzie uwzgledniala
efekty zewnetrzne?

(111) Jaki podatek wtadze lokalne powinny natozyé na fabryke, aby jej poziom
produkcji byt taki, jak gdyby vwzgledniata ona efekty zewnetrzne?

(iv) Wykonaj ponownie punkty (i)-(iii) zaktadajac, Ze firma zachowuje sie
jak monopolista. Porownaj wyniki otrzymane w obydwu przypadkach.

Zadanie 8.8 ([Var97]) Zaldimy, ze w gospodarce istnieje tylko dwdch kie-
rowcow, ktorzy zastanawnajg sie jak szybko jeZdzi¢ samochodem. Kierowca 1
wybiera predkosé x;, dzieki ktorej czerpie uzyteczno$é rowna ui(x;), i = 1, 2.

dojdzie do wypadku miedzy nimi. Niech p(x1,x2) bedzie prawdopodobienistwem
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ich zderzenia. Niech p bedzie rosnagce wzgledem obydwu argumentow. ¢; okre-
sla koszty jakie bedzie musiat poniesc kazdy z graczy, jesli dojdzie do wypadku.
Niech uzytecznosé kazdego kierowcy bedzie liniowa wzgledem pieniedzy, ktore
posiada.

(i) Pokaz, Ze kazdy z kierowcow ma pokuse jeidzenia szybciej niz wynika-
toby to ze spotecznego optimum.

(11) Jesli kierowca i bedzie musial zaptacié mandat t; w razie wypadku, jak
wysokie musiatoby byc t; aby zinternalizowac efekt zewnetrzny szybkiej
jazdy?

(111) Jesli wprowadzone zostaty optymalne mandaty (jednakowe dla wszyst-
kich kierowcow), jak wysokie bedq oplaty ponoszone przez kierowcow w
razie wypadku? Czy dzieki mandatom kierowcy bedq jeZdzili ze spotecz-
nie optymalnymi predkosciami?

(iv) Zatoimy, ze kierowca i otrzymuje uzytecznosé u; tylko jesli nie dojdzie
do wypadku. Jak zmienia sie wowczas predkosé rownowagi? Jaka wyso-
kosé bedg miaty w tym przypadku optymalne mandaty? Czy predkosci
obierane w rownowadze Nasha przez kierowcow beda spotecznie opty-
malne?

Zadanie 8.9 ([MCWG95]) Studenci pierwszego roku sq wyjatkowo praco-
wici. Rozpatrz zachowanie studentow w typowej, n-osobowej grupie. Student
1,1 =1,...,n, poSwieca h; godzin na nauke. Wysitek powoduje spadek jego
uzytecznosci wedtug formuty c(h;) = %hf Satysfakcja studenta jest uzalez-
niona od jego relatywnej pozycji w klasie, tj. u(h;/h) = log(h;/h), gdzie

h= % 1 h; okresla sredni czas poswiecony na nauke w grupie.

(i) Scharakteryzuj symetryczne réwnowagi Nasha w tej grze.

(i1) ZnajdZ Pareto-optymalny poziom czasu pracy kazdego ze studentdw. Po-
réwnaj z wynikiem otrzymanym z punkcie (i).

8.3 Teoria kontraktow

Zadanie 8.10 ([Var97]) Dr W. i mgr D. prowadzq zajecia z mikroekono-
mii. Dr W. jest zainteresowany tym, ile godzin mgr D. prowadzi zajeé ze
studentami v ile must mu za to zaptacic. Dr W. pragnie zmaksymalizowac
swojq wyptate x — s, gdzie x jest liczbg godzin prowadzonych zaje¢ przez mgr
D., a s catkowitym wynagrodzeniem jakie musi mu zaptacié. Jesli mgr D. uczy
x godzin i otrzymuje za to wynagrodzenie s, jego wyplata wynosi s — c(x),
gdzie c(z) = 122
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(i) Jesli Dr W. obiera x oraz s aby zmaksymalizowaé swojq wyplate, pa-
mietajge o tym, zZe mgr D. musi chcie¢ dla niego pracowad, ile godzin
cwiczen bedzie prowadzit mgr D.?

(i1) lle Dr W. zaptaci mgr D.?

(i11) Zatézmy, ze Dr. W wprowadza nastepujacy plan motywacyjny. Okresla
wynagrodzenie na poziomie s(x) = ax + b i pozwala mgr D. samemu
ustali¢ liczbe przepracowanych godzin. Jakie a © b maksymalizuja wyna-
grodzenie Dr W.? Czy potrafisz poda¢ przyklad innej funkcji s(x), ktora
jeszcze bardziej powiekszytaby przychod Dr W.?
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