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1 Wprowadzenie do gier niekooperacyjnych

Zadanie 1.1 (Poréwnywanie monet (matching pennies)) Gracz i =
1,2, uktada niezaleznie na stole monete, odwracajgc ja jednag ze stron do gory
(ortem - O lub reszka - R), tak by przeciwnik jej nie widzial. Nastepnie gracze
jednoczesnie odstaniajq swoje monety. Macierz wyptat zamieszczono ponizej.

R 0

Rl 1,-1|-1,1
Ol -1,1]1,-1

Znajdz rownowagi Nasha gry w strategiach czystych i mieszanych.

Zadanie 1.2 ZnajdZ réwnowagi Nasha (w strategiach czystych) gry pomiedzy
graczami: 1 (wybierajacym jeden z wierszy: U, D), 2 (wybierajacym jedna z
kolumn: L, R) oraz 3 (wybierajacym jednag z macierzy A, B,C') z wyptatami:

L R L R L R

Ul 003|000 U\ 222|000 U\ 0,00 00,0
D 1,00 000 |D]J 000|222 |D]| 010|003
A B C

Zadanie 1.3 (Fudenberg i Tirole (2002)) Kazdy z graczyi = 1,2,3 moze
zagltosowaé na jedng z trzech alternatywnych decyzji A, B,C. Decyzje po-

dejmowane sq symultanicznie, a Zaden z graczy nie moze sie wstrzymac od
gtosu. Wygrywa ta alternatywa ktora dostanie najwiekszq liczbe gtosow. Jezeli

zadna z alternatyw nie wygra, wtedy wybrana zostaje alternatywa A. Wyplaty

graczy sq zalezne od wybranej alternatywy: ui(A) = ua(B) = uz(C) = 2,

Ul(B) = UQ(C) = U3<A) = ]_, ul(C’) = UQ(A) = U3(B) = 0.

(i) Zapisz gre w postaci strategicznej;
(ii) ZnajdZ wszystkie réwnowagi Nasha w strategiach czystych tej gry.

Zadanie 1.4 (Gra w cykora (play chicken)) Dwdch kierowcow w roz-
pedzonych samochodach jedzie w swoim kierunku waska droga na czotowe
zderzenie. Kazdy z mich ma trzy strategie: jechaé prosto (JP), w ostatniej
chwili skreci¢ w lewo (SL) lub w ostatniej chwili skreci¢ w prawo (SP). Jesli
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jeden z kierowcow skrect w lewo albo w prawo, podczas gdy drugi pojedzie
prosto, wygrywa ten ktéry pojechat prosto (drugi jest cykorem). Jesli obaj
pojadqg prosto, ging tragicznie w wypadku, podobnie jak w sytuacyi, gdy jeden
i drugi postanowiq w ostatniej chwili skreci¢ w przeciwnych kierunkach (wtedy
takze dochodzi do zderzenia czotowego, np.: (SL,SP) lub (SP,SL)). Jesli sie
mina, nikt nie wygrywa. Wyplaty zapisano w macierzy ponizey.

SL JP SP
SL 0,0 -10,10 | -100,-100
JP 10,-10 | -100,-100 | 10,-10
SP | -100,-100 | -10,10 0,0

(i) Znajdz wszystkie rownowagi Nasha w strategiach czystych.
(11) ZnajdZ wszystkie réwnowagi Nasha w strategiach mieszanych.

(111) Jesli gracze graja strategie mieszane, jaka jest szansa, ze w scisle mie-
szanej rownowadze Nasha kierowcy uniknag wypadku?

Zadanie 1.5 (Varian (1992)) Rozpatrz ponizsza gre.

L P
Gl 22 |-1-1
D -1-1| 1,1

(i) Znajdz wszystkie réwnowagi Nasha w strategiach czystych.
(i1) Czy wystepuja w tej grze rownowagi Pareto-lepsze od innych?

(111) Zatozmy, ze gracz pierwszy (wybierajacy strategie G,D ) wykonuje ruch
jako pierwszy i zobowiqzuje sie do swojej strategii. Czy policzone réow-
nowagi w punkcie (i) dalej sq rownowagami Nasha?

Zadanie 1.6 (Fudenberg i Tirole (2002)) Pokaz, Ze w ponizszej grze wy-

stepuje doktadnie jedna réwnowaga Nasha (w strategiach czystych albo mie-
szanych).



L M | R

Ul 1,-2|-2,1| 0,0
M| -2,1|1,-2] 0,0
D 00| 00| 1,1

(PodpowiedZ: Pokaz, ze w grze wystepuje jedna réwnowaga Nasha w stra-
tegiach czystych; nastepnie pokaz, zZe Zaden z graczy nigdy jednoczesnie nie
przypisze $cisle dodatnich wag do strategii U i M (odpowiednio L i M ); wresz-
cie pokaz, ze waga przypisana do strategii U (odpowiednio L) jest dodatnia
wtt gdy waga przypisana do strategii M jest dodatnia.)

Zadanie 1.7 (Myerson (1991)) ZnajdZ réwnowagi w strategiach czystych
dla ponizszej gry z trzema graczami, w ktorej strategie gracza pierwszego sq
okreslone za pomocq Sy = {U, D}, drugiego Sy = {L, R}, a trzeciego S3 =
{A, B}

L R L R

U\ 0,0,0] 6,54 U\ 4,6,5| 00,0
D 54,6000 | D] 0001 00,0
A B

Zadanie 1.8 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Gracze podejmu-
jag decyzje w sprawie inwestycjyi, ktdra przyniesie im $100 zysku, ale muszq
okresli¢ jak zostanie on podzielony. Negocjacje wygladaja nastepujaco. Kazdy
z graczy jednoczesnie zgtasza swoje Zgdanie co do wysokoSci zysku. Jesli suma
ich Zgdan jest wieksza niz $100, nie dochodzi do porozumienia i zrywajg ne-
gocjacje nie otrzymujac nic w zamian. Jesli suma ich Zqdan jest mniejsza
niz $100, kazdy dostaje tyle ile zadal, a reszta zostaje przeznaczona na cele
charytatywne.

(i) Podaj silnie zdominowane strategie kazdego z graczy.
(ii) Podaj stabo zdominowane strategie kazdego z graczy.

(i1) Jakie sq réwnowagi Nasha w strategiach czystych podanej gry? Czy ist-
niejq rownowagi Pareto-optymalne?



Zadanie 1.9 (Fudenberg i Tirole (2002)) Rozpatrz problem dzielenia tor-
tu pomiedzy dwie osoby. Jesli wyplaty (czesci tortu) przypisane graczowi 1 i
2 odpowiednio oznaczymy jako x iy, to wektor (x,y) jest dostepny witt gdy
x>z, y = Yo oraz g(x,y) < 1, gdzie g jest rézniczkowalng funkcja, rosnacq
wzgledem obydwu zmiennych (np. g(x,y) = x +y). Niech g(xg,y0) < 1. Za-
toz, ze zbior dostepnych alokacji jest wypukty, a (xg,yo) okresla status quo.
Nash (1950) zaproponowal aksjomat, ktéry implikowal, ze "wtasciwym” spo-
sobem podziatu tortu jest alokacja (x*,y*) maksymalizujgca iloczyn odleglosci
graczy od statusu quo (x — zo)(y — yo), przy ograniczaniu g(z,y) < 1. W
Nash (1953) poszukiwana byta gra, w ktorej alokacja osiqggana w réwnowadze
Nasha reprodukowatyby alokacje zadang przez Nasha aksjomatycznie.

Zaloz, zZe gracze jednoczesnie okreslajqg swoje propozycje co do podziatu
tortu. Jesli (x,y) jest dostepna, kazdy z graczy dostaje tyle ile zaproponowat.
W przeciwnym wypadku kazdy z nich dostaje odpowiednio xq i yy. Pokaz, Ze
(i) istnieje kontinuum réwnowag Nasha w strategiach czystych tej gry. Co
wiecej, (1) pokaz, ze kazda efektywna alokacja (z,y) (tj. dla ktorej g(x,y) =
1), jest réwnowaga Nasha w strategiach czystych. (iii) Czy istnieje réwnowa-
ga Nasha gry, ktora jest "wtasciwa” w rozumieniu aksjomatu Nasha? Wskaz

Ja.

Zadanie 1.10 (Hotelling (1929)) W miasteczku zbudowanym wzdtuz pros-
tej drogi, mieszkaricy zamieszkujq na jej 1 milowym odcinku (miasto jest
jednostajnie zageszczone przez nieskonczonag mase mieszkarncow na tym od-
cinku). Ceny lodow w miescie sq jednakowe w kazdej lodziarni, dlatego kazdy z
konsumentow zawsze chodzi do tej, ktora jest najblizej jego domu (zaktadamy,
ze cena lodow jest na takim poziomie, iz konsument jest gotowy przejs¢ catg
mile, Zeby je kupié). Jesli dwie lodziarnie stojq w jednym miejscu, dzielq sie
sprzedaza po potowie.

(i) Rozpatrz przypadek, w ktorym dwie lodziarnie podejmuja jednoczesnie
decyzje o swojej lokalizacy. Pokaz, zZe istnieje doktadnie jedna rowno-
waga Nasha w strategiach czystych, w ktorej obydwie lodziarnie obierajg
lokalizacje doktadnie w Srodku miasta.

(i1) Pokaz, Ze jesli rozpatrzymy taka sama gre z trzema graczami, to nie
1stnieje rownowaga Nasha gry w strategiach czystych.

Zadanie 1.11 Rozpatrz gre jok w zadaniu 1.10, ale tym razem zatoz, ze dwie
firmy sa ulokowane na dwoch roznych kraricach miasteczka, a ich strategiami
saq ceny po jakich bedq sprzedawaé lody. Koszt produkcji jednostki lodow wy-
nosi dla obydwu firm c. Konsument pragnqcy kupic lody w jednej z firm musi
poniesé¢ koszt t za kazda jednostke odlegltosci, ktora dzieli go od danej firmy.



Kazdy z konsumentow kupuje maksymalnie jednego loda, przy czym zawsze
decyduge sie on na zakup w firmie, w ktdrej laczny koszt (cena plus koszt
transportu w jedna strone) jest najniiszy, o ile nie przekroczy on pewnego
poziomu § - w przeciwnym wypadku konsument rezygnuje z zakupu.

(i) Zapisz popyt na dobro sprzedawane przez kazda z firm (dla uproszczenia
zaldz na poczatku ze § = +00).

(i1) ZnajdZ réwnowage Nasha w strategiach czystych podanej gry.

(#4i) Dla jakich kosztow produkcyi i transportu obydwie firmy obstuguja kaz-
dego konsumenta w miescie?

Zadanie 1.12 (Inspekcja) Rozpatrz nastepujacq gre pomiedzy pracowni-
kiem i pracodawca. Pracownik moze w pracy zaréwno pracowaé (W) jak i
bumelowaé (S). Jesli pracownik pracuje, ponosi koszt g, zas produkt jego
pracy jest wart v dla pracodawcy. Pracodawca moze zaréwno przeprowadzi¢
inspekcje w pracy (1), lub jej nie przeprowadzaé (NT). W razie przeprowadze-
nia inspekcyi pracodawca jednoznacznie jest w stanie okreslic¢ czy pracownik
bumeluje czy nie, jednak musi ponie$¢ koszt h. Pracodawca musi zaptacié
wynagrodzenie w wysokosci w pracownikowr, chyba zZe ma jednoznaczne do-
wody na to, zZe pracownik bumelowat. Jesli pracownik zostanie przytapany na
bumelowaniu, otrzymuje 0. Pracownik i pracodawca podejmujqg swoje decyzje
jednoczesnie. Niech w > g > h > 0.

(i) Czy w grze wystepujq stabo lub scisle zdominowane strategie?
(i1) ZnajdZ wszystkie réwnowagi Nasha w podanej grze.
(i11) Jakie jest prawdopodobieristwo inspekcji w réwnowadze Nasha?

Zadanie 1.13 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz dwu-
osobowaq gre w nastepujacej formie.

by | by

a1 || w,v | Im

as | wx | y,z

Pokaz, Ze zawsze istnieje rownowaga Nasha w strategiach mieszanych (Pod-
powiedz: zdefiniuj strategie gracza 1 jako prawdopodobienstwo wybrania stra-
tegii ay, a strategie gracza 2 jako prawdopodobienstwo obrania strategii by;
nastepnie przeanalizuj odwzorowania najlepszej odpowiedzi obydwu graczy).



Zadanie 1.14 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz nas-
tepujaca gre.

LL L M R

U 100,2 -100,1 | 0,0 | -100,-100
D | -100,-100 | 100,-49 | 1,0 100,2

(i) Jako gracz 2 (wybierajac strategie LL, L, M, R), bez moZliwosci ko-
munikacji z graczem 1 przed gra, ktorq strategie bys obral?

(i1) Jakie sq réownowagi Nasha (w strategiach czystych i mieszanych) w po-
wyzszej grze?

(i1i) Czy strategia obrana w podpunkcie (i) nalezy do strategii obieranych w
jednej z rownowag? Czy Twoja strategia nalezy do strategii zracjonali-
zowanych®.

() Jesli by umozliwiono komunikacje miedzy graczami przed rozpoczeciem
gry, obralbys innq strategie niz w podpunkcie (i)?

Zadanie 1.15 Armia A ma jeden samolot, ktory moze wystaé, aby zniszczyt
jeden z trzech moZliwych celow. Armia B ma dzialo przeciwlotnicze, ktore
moze obronic jeden wybrany cel przed atakiem. Wartosé celu wynosi v;, gdzie
vy > vy > vy > 0. Armia A moze zniszczyé cel jezeli go zaatakuje i nie
bedzie on broniony przez dziato armii B. Celem armii A jest maksymalizacja
oczekiwanej straty armii B, a celem armit B jest minimalizacja oczekiwanej
straty. Zapisz problem jako ($cisle konkurencyjna) gre w postaci strategicznej
1 znajdz jej rownowagi w strategiach mieszanych.

Zadanie 1.16 Rozpatrz aukcje jako gre symultaniczng. Mamy {1,...,n}
graczy, a i-ty gracz ceni dobro bedgce przedmiotem aukcji na poziomie v;.
Niech vi > vy > ... > v, > 0. Mechanizm aukcji jest nastepujacy. Kazdy
z graczy symultanicznie zgtasza swojq (nieujemna) oferte w zamknietej ko-
percie a przedmiot jest przekazywany do gracza, ktory da najwyiszq oferte.
Jezeli kilku graczy da takie same oferty, przedmiot otrzymuje gracz o naj-
nizszym numerze i, z tych z rownymi ofertami. Aukcja jest aukcjq pierwszej
ceny, tzn. gracz ktorego oferta zostata wybrana ptaci tyle ile wskazat w ofer-
cie. Pokaz, zZe w kazdej réownowadze Nasha aukcyi pierwszej ceny przedmiot
otrzymuge gracz 1.

L Strategiami zracjonalizowanymi nazywamy strategie, ktére otrzymano w wyniku ite-
racyjnej eliminacji strategii, ktore nigdy nie sa najlepsza odpowiedzia.
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Zadanie 1.17 W duopolu funkcja popytu rynkowego wzgledem ceny ma pos-
ta¢ D(p) = A—p, A > 0. Obie firmy majq stale, choé rézne, koszty kraricowe
produkcji, odpowiednio ¢, 1 c,. Wylicz produkcje kazdej firmy i catego rynku,
cene oraz zyski firm jesli: (i) obie zachowujq sie zgodnie z modelem Cour-
not, (ii) jedna odgrywa role lidera, druga - zachowuje sie zgodnie z modelem
Cournota, (iii) pojawia sie zmowa. Co by bylo gdyby rynek mial charakter
doskonale konkurencyjny? Jak zmieniajq sie zyski firm pod wplywem zmiany
wtasnych kosztow 1 kosztow rywala?

Zadanie 1.18 Ponownie rozpatrz konkurencje Cournot pomiedzy I identycz-
nymi podmiotami. Niech popyt na produkowane dobro bedzie opisany za po-
mocq p(Q) = a—bQ. Koszty produkcji kazdej z firm 1 wynoszaq ¢;(q;) = cq;. (i)
Znajdz réwnowage Nasha w strategiach czystych. (ii) Sprawdz jak zachowuje
sie rownowaga gdy I — +oo. (i1ii) Co sie dzieje z zyskami firm? Skomentuy.

Zadanie 1.19 (Czarny i Nojszewska (2000)) Na rynku oligopolistycznym
dziala dziesieé¢ firm, operujacych przy zerowych kosztach zmiennych. Popyt
na dobro jest opisany funkcjg D(p) = 600 — 0.25p. Oblicz wielkos$¢ produkcji
reprezentatywnej firmy w rownowadze Cournot.

Zadanie 1.20 Krzywq reakcji firmy 1 opisuje funkcja qi(gz) = 80 — 0.5¢a,
a firmy 2: ¢5(q1) = 80 — 0.5q;. Obie firmy operuja przy statych kosztach
zmiennych. O ile wyzsza bedzie cena ustalona w réownowadze na rynku oligo-
polistycznym, od ceny ustalanej na rynku doskonale konkurencyjnym?

Zadanie 1.21 Rozpatrz model Bertranda pomiedzy dwoma firmami symul-
tanicznie wybierajgeymi cene p; € [0,00) na homogeniczny produkt. Koszty
kraricowe sq jednakowe i state dla obydwu firm MCy, = MCy = ¢ > 0. Popyt
na dobro jest zadany ciagla, malejgcq funkcjo D : [0,p] — Ry 2z D(p) = 0.
Poniewaz produkt jest homogeniczny, caly popyt zaspokoi firma o nizszej ce-
nie. Jezeli ceny sq rowne, popyt D jest dzielony po potowie dla kazdej firmy.
Zapisz funkcje wyptaty obu firm, znajdZ rownowage Nasha tej gry i udowod-
nij, ze jest ona jedyna.

Zadanie 1.22 (Varian (1992)) Zaltézmy, ze na rynku wystepuja dwie firmy
ze statymi kosztami krarcowymi, oznaczonymi odpowiednio przez ¢ 1 Co.
Niech ¢; < co. Rynek jest gotow zakupi¢ (Q > O jednostek dobra od pro-
ducenta oferujacego niszq cene. Jesli ceny producentow sq jednakowe, popyt
jest dzielony miedzy nich rowno po potowie. Firmy sq w stanie zaspokoic cate
zapotrzebowanie rynku.

(i) Zapisz postaé indywidualnej funkcji popytu kazdej z firm (zaleinej od
ceny firmy i jej konkurenta).



(11) ZnajdZ réwnowage Nasha w strategiach czystych tej gry, jesli firmy pro-
dukujgce homogeniczny produkt i konkuruja ze soba cenowo (przestrzen
strategii graczy to zbior liczb rzeczywistych nieujemnych, R ).

(11i) Jak ksztaltowalyby sie ceny i ilosci débr na rynku, gdyby firmy zacho-
wywaly sie doskonale konkurencyjnie?

Zadanie 1.23 (Varian (1992)) Niech popyt na rynku dobra x bedzie li-
niowy, a koszty krancowe dwoch operujgcych na nim firm jednakowe i stale
rowne c. Pokaz, ze w konkurencji Cournot ceny sq zawsze wyzsze, a ilosci
dobr mniejsze, niz w przypadku konkurencji Bertranda.

Zadanie 1.24 Niech koszty krancowe dwdoch firm operujacych na rynku bedqg
okreslone przez c1 i co. Niech ¢y < co. Pokaz, ze w przypadku zawigzania
kartelu g1 > qo. Dla uproszczenia przyjmiy zatozenie o lintowosSci popytu.

Zadanie 1.25 (Varian (1992)) Rozpatrz rynek, na ktérym operuja dwie
firmy z zerowymi kosztami kraricowymi. Popyt jest zadany za pomocq funkcji
p(Q) = 100—Q, gdzie Q = q1+q2, q1, g2 sa poziomami produkcji odpowiednio
pierwszej 1 drugiej firmy.

(1) Znajdz réwnowage doskonale konkurencyjnag na tym rynku. Ile wynosi
wowczas taczna podaz Q)¢

(11) Jesli firmy konkurujq ze soba pod wzgledem ilosci produkcyi, jaki bedzie
poziom Q) w rownowadze? Jaka bedzie cena?

Zadanie 1.26 W ponizszym zadaniu rozpatrzysz model Bertranda ze zrozni-
cowanym produktem. Zatozmy wystepowanie na rynku dwoch firm, z ktorych
kazda produkuje troche inny produkt. Popyt na dobro firmy i = 1,2 bedzie
okreslony przez D;(p1, p2) = o — Bi(pi — p—i). Koszty kranicowe sq stale i wy-
noszaq odpowiednio ¢y i co. Jesli firmy konkuruja ze soba cenowo, jaki bedzie
poziom produkcji i ceny w rownowadze? Czy firmy beda sktonne do okreslania
ceny na poziomie kosztu krarnicowego? Uzasadnij i zinterpretuj ekonomicznie.

Zadanie 1.27 (Varian (1992)) Rozpatrzmy gospodarke ztozona z dwdch o-
s0b, czerpiacych uzyteczno$é z konsumpcji dobra prywatnego (x;,1 = 1,2)
oraz publicznego (G). Kazdy z nich ma jednakowe preferencje u(x;, G) =
Gor!=®, i = 1,2, ale rézne zasoby poczatkowe (odpowiednio wy i wy). War-
tosé dobra publicznego G jest proporcjonalna do sktadek konsumentow (G =
g1+ go, gdzie g; okresla skladke i-tego konsumenta).

(i) Znajdz réuwnowage Nasha w strategiach czystych w podanej grze.
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(11) ZnajdZ optymalne alokacje, maksymalizujgce sume uzytecznosci obydwu
graczy.

(11i) Pokaz wielkos¢ efektu gapowicza u kazdego z graczy.

(iv) Jak duia musi by rdéznica pomiedzy dochodami obydwu graczy, aby w
rownowadze go = 0, tj. cate dobro publiczne byto finansowane przez
pierwszeqo gracza?

Zadanie 1.28 (Czarny i Nojszewska (2000)) W gospodarce jest produ-
kowane jedno dobro publiczne (G) i jedno dobro prywatne (x). Krzywa moz-
liwosci produkcyjnych mozna zapisaé za pomocqg Y = {(z,G) : x* + 100G =
5000}. W gospodarce zyje 100 0sob, o jednakowych preferencjach opisanych
przez ui(x;, G) = xi%G%, i =1,...,100, gdzie x; okresla konsumpcje dobra
prywatnego i-tej osoby (przyjmij v; = 155).

(i) Ile wynosi optymalny poziom produkcji kazdego z dobr?
(i1) Jaki jest poziom uzytecznos$ci jednostki w alokacji Pareto-optymalnej?

Zadanie 1.29 Rozpatrz nastepujacq gre jako rozwigzanie problemu finanso-
wania dyskretnego dobra publicznego. Kazdy z dwdch podmiotow okresla swoj
udziat b;, 1 = 1,2, w finansowaniu dobra publicznego. Jesli by + by > ¢, dobro
publiczne zostaje sfinansowane, a kazdy z agentow musi zaptaci¢ okreslona
wezesniej kwote. W przeciwnym wypadku, zZaden z nich nic nie ptaci. Jesl w;
okresla poczatkowy majatek kazdego z podmiotow, to ich uzytecznos$é mozemy
zapisacé jako

w; —b; +c¢ gdy b1+ by > c,
Uz‘(wz‘,bz‘, Ci) =

(i) Pokaz, Ze w réwnowadze by + by = ¢ albo by = by = 0. Czy w tej grze
wystepujq stabo zdominowane strategie? Wskaz je.

(ii) Okresl wszystkie réwnowagi Nasha w strategiach czystych tej gry.

(111) Okresl rozwigzania Pareto-optymalne tej gry. Czy naleza one do zbioru
rownowag?

(iv) Czy istniejq rownowagi, w ktérych dobro nie jest finansowane?
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Zadanie 1.30 Rozpatrz gre jok w zadaniu 1.29, lecz tym razem funkcja uzy-
tecznosct podmiotow ma postac

log (w; —b; +¢) gdy by +by>c,
ui(wiv bi7 Ci) -
log w; w.p.p.

(1) Okresl wszystkie réwnowagi Nasha tej gry.

(i1) Okresl rozwigzania Pareto-optymalne tej gry. Czy nalezq one do zbioru
rownowag?

(111) Pordéwnaj wyniki z tymi uzyskanymi w zadaniu 1.29. Ile tym razem
istnieje optymalnych rozwigzan? Jesli wy < ws, ktory z graczy bedzie
musiat zaptacié wyzszq sktadke?

(iv) Czy istniejq réwnowagi, w ktérych dobro nie jest finansowane?

Zadanie 1.31 (Varian (1992)) Pewne nieodkryte plemie Grads zamiesz-
kujace serce amazonskiej puszczy, charakteryzuje sie tym, ze jego cztonkowie
konsumuja wytgcznie orzechy kokosowe. Kokosy stuzq im do dwoch celow.
Moga je jesé, albo poswiecaé w ofierze bogom, podczas rytualnych obrzedow.
Zatozimy, ze kazdy i-ty, i = 1,...,n, cztonek plemienia Grad ma poczat-
kowy zasob kokosow réwny w; > 0. Niech x; > 0 okresla ilosé kokosow konsu-
mowanych, a g; > 0 ilos¢ kokosow poswiecanych w ofierze przez i-tego cztonka
plemienia. Calkowita ilo$¢ kokosow przeznaczanych na ofiare wynosi tym sa-
mym G = Y1, g;. Uzytecznosé kazdego z Gradow jest opisana za pomocq

wi(z;, G) = x; + a; log G,

gdzie a; > 0. Niech G_; = 324, g5, stad mozemy zapisaé¢ G = g; + G_; =
9i+ 22295

(i) Zapisz problem optymalizacyjny i-tego czlonka plamienia. Zapisz odpo-
wiadajgcqg mu funkcje Lagrange’a.

(11) ZnajdZ odwzorowanie najlepszej odpowiedzi kazdego z cztonkdw plemie-
nia.

(i1i) Niech (Yi)a; = a. Znajdz symetryczna réwnowage Nasha w strategiach
czystych przedstawionej gry.

(iv) Czy w tej grze bedzie wystepowal efekt gapowicza? Kto bedzie na niego
najbardziej narazony?
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(v) Znajdz optymalng alokacje kokoséw w plamieniu Gradow.

Zadanie 1.32 (Czarny i Nojszewska (2000)) Fabryka celulozy produku-
je przy kosztach kraricowych MCp(q) = 2q. Koszty zewnetrzne dla otoczenia
opisane sq za pomocq funkcji MCs(q) = q. Popyt na produkt firmy przyjmugje
postaé D(q) = 280 — 2q.

(i) Zaléimy, ze firma zachowuge sie doskonale konkurencyjnie. Podaj cene
1 wielko$¢ produkcji, w przypadku gdy firma nie uwzglednia kosztow ze-
wnetrznych.

(i1) Jak zmieni sie poziom produkcji i cena, jesli firma bedzie uwzgledniata
efekty zewnetrzne?

(111) Jaki podatek wtadze lokalne powinny natozyé na fabryke, aby jej poziom
produkcyi byt taki, jak gdyby uwzgledniala ona efekty zewnetrzne?

Zadanie 1.33 (Varian (1992)) Zalézmy, ze w gospodarce istnieje dwdch
kierowcow, ktorzy zastanawiaja sie jak szybko jeZdzi¢ samochodem. Kierowca
i wybiera predkosé x;, dzieki ktorej czerpie uzytecznosé rowna w;(z;), i = 1,2.
Niech u; bedzie funkcja rosnqca, wklestq i rozniczkowalng. Im szybciej jezdzg
kierowcy, tym wieksze prawdopodobienstwo, ze dojdzie do wypadku miedzy
nimi. Niech p(xq,xs) bedzie prawdopodobieristwem ich zderzenia. Niech p be-
dzie rosnace wzgledem obydwu argumentow i rozniczkowalna. c; okresla koszty
jakie bedzie musial ponies¢ kazdy z graczy, jesli dojdzie do wypadku. Niech
uzytecznoscé kazdego kierowcy bedzie lintowa wzgledem pieniedzy, ktore po-
siada.

(i) Pokaz, Ze kazdy z kierowcow ma pokuse jeidzenia szybciej niz wynika-
toby to ze spotecznego optimum.

(i1) Jesli kierowca i bedzie musial zaptacié¢ mandat t; w razie wypadku, jak
wysokie musiatoby byc t; aby zinternalizowac efekt zewnetrzny szybkiej
jazdy?

(i11) Jesli wprowadzone zostaly optymalne mandaty (jednakowe dla wszyst-
kich kierowcéw), jak wysokie bedq opaty ponoszone przez kierowcow w
razie wypadku? Czy dzieki mandatom kierowcy bedq jeZdzili ze spotecz-
nie optymalnymi predkosciami?

(v) Zaldimy, Ze kierowca i otrzymugje uzytecznosé u; tylko jesli nie dojdzie
do wypadku. Jak zmienia sie wowczas predkosé rownowagi? Jaka wyso-
kos¢ bedq miaty w tym przypadku optymalne mandaty? Czy predkosci
obierane w rownowadze Nasha przez kierowcow bedg Pareto lepsze niz
w grze z podpunktu (i)?
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Zadanie 1.34 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Grupa studen-
tow pierwszego roku jest wyjatkowo pracowita. Rozpatrz zachowanie studen-
tow w typowej, n-osobowej grupie. Student i, i = 1,...,n, poswieca h; go-
dzin na nauke. Wysitek powoduje spadek jego uzytecznosci wedtug formuty
c(h;) = %hf Satysfakcja studenta jest uzalezniona od jego relatywnej pozycyi
w klasie, tj. u(h;/h) = log(h;/h), gdzie h = LY | h; okresla Sredni czas
poSwiecony na nauke w grupie.

(i) Scharakteryzuj symetryczne réwnowagi Nasha w tej grze.

(i1) ZnajdZ Pareto-optymalny poziom czasu pracy kazdego ze studentéw. Po-
rownaj z wynikiem otrzymanym z punkcie (i).

Zadanie 1.35 (Gibbons (1992)) Zatéimy, ze wystepuge I farmeréw, z kto-
rych kazdy ma prawo do wypasania krow na wspolnym pastwisku. Ilosé mleka
produkowanego przez pojedynczg krowe zalezy od catkowitej liczby krow wy-
pasajacych sie na pastwisku. Dochdd dla farmera i posiadajacego n; krow wy-
nosi nv(N), dla N < N, oraz v(N) =0 dla N > N, gdzie v(0) > 0,7'(+) <
0,v"(:) < 0. Krowy sq doskonale podzielne, a koszt jednostki krowy wynosi c.
Niech v(0) > c.

Farmerzy jednoczesnie decydujg ile krow kupié, a wszystkie zakupione
krowy pasa sie na jednym pastwisku.

(i) Zapisz gre w postaci strategicznej.

(i1) ZnajdZ réwnowage Nasha gry w strategiach czystych i poréwnaj gene-
rowana przez nie alokacje z alokacjq spotecznie optymalna.

(11i) Przedyskutuj zwiaqzek tej gry z modelem konkurencji Cournot.

[Gra zostala zainspirowana dyskusja zaprezentowanqg przez Hume’a w jego
pracy z 1739 roku.]

Zadanie 1.36 (Fudenberg i Tirole (2002)) W aukcji dwdch graczy jed-
noczesnie podejmugje decyzje o swoich ofertach. Kazda oferta musi byc nie-
ujemnq wielokrotno$ciq jednego centa. Gracz z najwiekszq ofertq wygrywa
jednego dolara. Jesli oferty sq jednakowe, zZaden z graczy nie wygrywa. Kazdy
z graczy musi zaptaci¢ sume zaproponowang w ofercie, niezaleznie od tego czy
wygra, czy nie (przegrany tez ptaci). Uzyteczno$é kazdego z graczy jest réwna
jego magatkowi netto (gracze sq neutralni wobec ryzyka).

Zaproponuj symetryczng rownowage Nasha w strategiach mieszanych, w
ktorej kazda oferta ponizej $1 ma przypisane Scisle dodatnie prawdopodobieri-
stwo.
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Zadanie 1.37 (Varian (1992)) W ponizszej grze znajdz réwnowagi w stra-
tegiach zdominowanych.

L| S|P
3310800
Sl 30|22 02
0,0 20| 1,1

Nastepnie znajdz wszystkie rownowagt Nasha gry w strategiach czystych. Co
mozesz powiedzie¢ o rownowagach w strategiach zdominowanych i rownowa-
gach Nasha?

Zadanie 1.38 (Fudenberg i Tirole (2002)) Udowodnij, Ze jesli po itera-
cyjnym eliminowaniu strategii Scisle zdominowanych pozostaje doktadnie je-
den profil strategii, to musi on byé rownowaga Nasha.

Zadanie 1.39 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Pokaz, ze ko-
lejnosé nie ma wpltywu na postaé zbioru strategii, ktore przetrwaty proces ite-
racyjne] eliminacyi strategit Scisle zdominowanych.

Zadanie 1.40 (Fudenberg i Tirole (2002)) Udowodnij, Ze (i) jesli gracz
ma dwie stabo dominujace strategie, to dla kazdej strategii obranej przez dru-
giego gracza, muszq one dawad takq samaq wyptate. (i) Podaj przyktad gry
dwuosobowej, w ktorej gracz pierwszy ma dwie stabo dominujace strategie, ale
gracz drugi preferowaltby, Zeby gracz pierwszy obieral tylko jedng z nich.

Zadanie 1.41 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Pokaz, ze kaz-
da Scisle dominujaca strategia w grze {I,{A(S;)},{wi(-)}} jest strategia czy-
stq.

Zadanie 1.42 (Varian (1992)) Rozpatrz ponizsza gre.

L | P
Gl ab| cd
D ef|gh

(i) Jesli (G, L) jest réwnowaga w strategiach dominugjacych, jakie warunki
muszq spetniaé a, ..., h?
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(i1) Jesli (G, L) jest réwnowagq Nasha, ktdre z warunkéw zapisanych z
punkcie (i) muszq byé spelnione?

(i11) Jesli (G, L) jest réwnowagq w strategiach dominujacych, to czy musi
ona byc¢ rownowagq Nasha?

Zadanie 1.43 (Varian (1992)) Rozpatrz nastepujaca gre.

L S P

1,0 | 1,2 | 2-1
1,1 | 1,0 | 0-1

n

(i) Wskaz strategie obu graczy, ktore sq $cisle zdominowane.
(i) Wskaz strategie obu graczy, ktére sq stabo zdominowane.

(111) Sprébuj znaleZé réwnowagi w strategiach dominujacych, a nastepnie
wszystkie rownowagi Nasha. Co mozesz powiedzie¢ o tych dwdch ty-
pach réownowag? Ktora jest pojeciem stabszym, a ktora mocniejszym (w

sensie inkluzji)?

Zadanie 1.44 Pokaz, Ze w ponizszej grze zZadna z rownowag Nasha w stra-
tegiach czystych nie jest globalnie stabilna.

L| S|P
0,0 4,5 5,4
S|4 00| 4,5
4,91 5,41 0,0

Zadanie 1.45 Rozpatrz nastepujacy przypadek gry Cournot pomiedzy dwoma
graczami. Popyt rynkowy wynosi p(Q) = max{0;1 — Q}, a koszty produkcji
kazdej z firm wynosza ¢;(q;) = ¢q;, 0 < ¢ < 1.

(i) Pokaz, Ze istnieje doktadnie jedna rownowaga Nasha w strategiach czys-
tych.

(ii) Pokaz, Ze réwnowaga okreslona w punkcie (i) jest globalnie stabilna.
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(111) Pokaz, Ze proces iteracyjnej eliminacji strategii Scisle zdominowanych
prowadzi do réwnowagi okreslonej w punkcie (i) [PodpowiedZ: postuz sie
rysunkiem.

(iv) Udowodnij bezposrednio (tj. bez wykorzystywania twierdzenia Pearce’a
(1984)), zZe réownowaga okreslona w punkcie (i) jest zbiorem strategii
zracjonalizowanych.

Zadanie 1.46 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz mo-
del Cournot, w ktorym dwie firmy, 1 1 2, jednoczesnie determinujq poziomy
produkcji, ktore bedq sprzedawaty na rynku, odpowiednio q, i qo. Popyt ryn-
kowy wynosi p(Q) = a — bQ, gdzie Q = q1 + q2. Staly jednostkowy koszt
produkcji wynosi c.

(1) Udowodnij, zZe iteracyjna metoda eliminacji strategii $cisle zdominowa-
nych prowadzi do jedynego rozwiqzania powyzszej gry.

(i1) Czy to samo mialoby miejsce, gdyby na rynku dziatato trzech graczy?

Zadanie 1.47 W grze Cournot z trzema réwnowagami Nasha i funkcjami
najlepszej odpowiedzi przedstawionymi na rysunku ponizej, okresl zbior stra-
tegii powstaty w wyniku iteracyjne; eliminacyi strategii scisle zdominowanych.

q, A
_—N( qz)
e ety "'-~.\"B\
I|
R
.
'\.\ |II
\‘\ c
N ____'_ - 1';,{-:1;)
E\\\
0 q

1

Zadanie 1.48 (Fudenberg i Tirole (2002)) Gospodarka doskonale kon-
kurencyjna moze byc opisana za pomoca gry z kontinuum graczy. Koncep-
cje iteracyjnej dominacyi, racjonalizowalnosci © rownowagi Nasha, z niewiel-
kimi modyfikacjami, mogq byé zastosowane do tego typu problemow. Rozpatrz
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nastepujgcy problem “rynku zbozZa”: wystepuje kontinuum farmerow indek-
sowanych parametrem i o rozktadzie gestosci f(i) na przedziale [i,i], gdzie
i > 0. Kazdy farmer okresla swoja podaz zboza q(i) zanim nastapi otwar-
cie rynku. Funkcja kosztu farmera i wynosi ¢(q,i) = g—j. Uzyteczno$c far-
mera jest jednoznaczna z uzyskiwanym przez niego zyskiem i przyjmuje po-

staé u; = pq(i) — ‘1(24.)2, gdzie p okresla cene zboza na rynku. Niech O(p) okresla

{2
zagregowana podaz farmerow, ktorzy doskonale przewidujaq cene p:

O(p) = (/ z’f(z’)di) p=kp.
Popyt rynkowy przyjmuje postac D(p) = a —bp dla 0 < p < § oraz 0 w prze-
ciwnym wypadku. W grze farmerzy podejmuja decyzje jednoczesnie odnosnie
podazy zboza, a nastepnie ustalana jest cena czyszczaca rynek:

Rownowagq doskonale konkurencyjnag (rownowaga Nasha) bedziemy nazywaé
cene p*, dla ktorej O(p*) = D(p*) (precyzyjniej, réwnowaga bedzie taki profil
strategii q*(+), dla ktorego ¢*(i) = ip"). Zauwaz, Ze p* = 3.

Zastosuj w tej grze iteracyjng metode eliminacyi strategii Scisle zdomino-

wanych.

(i) Pokaz, Ze dla b > k powysza gre mozna rozwiqzaé poprzez elimina-
cje strategii scisle zdominowanych, prowadzaca do réwnowagi doskonale
konkurencyjney.

(ii) Pokaz, ze ta rownowaga jest globalnie stabilna. Narysuj proces docho-
dzenia do réwnowagi (tatonnement), w ktérym gra jest powtarzana wie-
lokrotnie, a farmerzy okreslajqg swoje oczekiwania co do przysztej ceny
na poziomie ceny okreslonej w poprzedzajacej rozgrywce.

Zadanie 1.49 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Na rynku wy-
stepuje I firm, z ktorych kazda pragnie przekonac parlament o przyznanie jej
subsydiow. Niech h; bedzie okreslato czas poswiecony przez firme i na lobbing,
za$ c;(h;) = w;h? jego koszt, gdzie w; jest $cisle dodatniq stala. Jesl profil
czasu poswieconego na lobbing przez wszystkie firmy ma postaé (hy, ..., hy),
parlament okresla subsydia dla kazdej z firm na poziomie oy ; h; + B11; hi,
gdzie o 1 B sq stale.

Rozpatrz gre, w ktorej firmy jednoczesnie i niezaleznie od siebie okreslajq
cza poswiecany na lobbing. Pokaz, zZe kazda z firm ma dominujqca strategie
wtt gdy beta = 0. Jaka jest scisle dominujgca strategia kazdego z graczy w
takim wypadku?
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Zadanie 1.50 (Fudenberg i Tirole (2002)) W grze gracz 1 wybiera rzedy
{U, D}, gracz 2 kolumny {L, R}, za gracz 3 macierze {A, B,C,D}. W poniz-
szych macierzach zapisano wytacznie wyptaty gracza 3.

L|R LR
Ul 9|0 ujojl9
Dio]|o0 D 9|0
A B
L|R LR
Ul o Ujo6]o0
Dijo]|9 Dio0]|6
C D

Pokaz, zZe strategia D nie jest dla gracza 3 najlepsza odpowiedzig na zZadnag z
maieszanych strategit pozostatych graczy. Nastepnie pokaz, Ze strategia D nie
jest strategiq zdominowang. Skomentuy.

Zadanie 1.51 Rozpatrz nastepujaca gre. Gracz 1 okresla strategie {U, D},
za$ gracz drugi {L, R}. Wyplaty zapisano ponizej.

L | R
Ull 51|00
Dl 4,4 1,5

(i) Znajdz wszystkie réwnowagi Nasha zaprezentowanej gry.

Rozpatrz ponownie powyisza gre, ale zatoz tym razem, ze kazdy z graczy
obserwuje urzgdzenie wysytajace do kazdego z nich sygnaty A, B oraz C, z
ktorych kazdy wystepuje z rownym prawdopodobienstwem. Jesl wystgpt stan
A, gracz pierwszy jest o tym doskonale informowany, jednak jesli wystapi stan
B lub C, gracz pierwszy nie wie ktory z nich wystapit (wie tylko, Ze jeden z
tych standw rzeczywiscie wystapit). Gracz 2 jest doskonale poinformowany
gdy wystapit stan C, jednak nie jest w stanie odroznic¢ stanow A i B.

Schemat gry jest nastepujacy. Gracze wpierw obserwujaq sygnat, a nastep-
nie okreslaja swoje strategie.

(11) ZnajdZ wszystkie réwnowagi skorelowane zaprezentowanej gry.

18



(111) Jakie sq wyptaty graczy w réwnowadze? Czy gracze byliby bardziej skton-
ni do prowadzenia gry jak w punkcie (i) czy (ii)?

Zadanie 1.52 Rozpatrz nastepujacq gre. Gracz 1 okresla strategie {U, D},
gracz drugi {L, R}, zas gracz 3 wybiera macierze {A, B,C}. Wyplaty zapi-
sano ponizej.

L R L R L R

Ul 01,3 00,0 U\ 222|000 U\ 01,01 0,0,0
D\ 1,1,1| 1,00 D\ 220 222 D\ 1,1,0| 1,0,3
A B C

(i) Znajdi wszystkie rownowagi Nasha zaprezentowanej gry.

Rozpatrz ponownie powyzszq gre, ale zatoz tym razem, zZe kazdy z graczy
obserwugje rzut moneta, w ktérym wypada orzet (H ) lub reszka (T'), na podsta-
wie ktorego okresla swoja strategie. Gracze 1 i 2 doskonale obserwujq kazdy z
sygnatow, podczas gdy gracz 3 nie otrzymugje Zadnej informacyi (wie jedynie,
Ze dokonuje sie rzutu monetq).

Schemat gry jest nastepujacy. Gracze wpierw obserwujaq sygnat, a nastep-
nie okreslaja swoje strategie.

(i1) ZnajdZ wszystkie réwnowagi skorelowane zaprezentowanej gry.

(111) Jakie sq wyptaty graczy w réwnowadze? Czy gracze byliby bardziej skton-
ni do prowadzenia gry jak w punkcie (i) czy (1i)?

Zadanie 1.53 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz nas-
tepujaca avkcje (zwanqg aukcjq drugiej ceny lub aukcja Vickrey’a). Przedmiot
jest licytowany przez I graczy. Waluacja przedmiotu dla gracza i wynosi v;.
Wszyscy gracze jednoczesnie sktadaja oferty w zapieczetowanych kopertach.
Po otwarciu ofert, przedmiot otrzymuje gracz, ktory dat najwyzsza oferte,
jednak musi on zaplacié za przedmiot warto$é okreslona przez druga najwiek-
szq oferte. Jesli wiecej niz jeden gracz ztozy takq samq oferte, kazdy z nich
ma taka samq szanse otrzymania przedmiotu. Pokaz, Ze oferta w wysokosci
v; jest stabo dominujaca strategiq gracza i. PokaZ rowniez, zZe jest to jedyna
stabo dominujqca strategia gracza i.

Zadanie 1.54 Rozpatrz ponizsza gre.
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L | R

U\ 1,1] 20
D 02|22

Znagjdz rownowage Nasha powyiszej gry w strategiach czystych. Czy wszystkie
z okreslonych réwnowag sq rowniez rownowagamsi drzacej reki?

Zadanie 1.55 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz nas-
tepujaca gre pomiedzy trzema graczami, w ktorej zbiory strategii graczy 1,2,3
to odpowiednio Sy = {U, D}, Sy = {L, R}, Ss = {B1, B2 }.

L R L R

Ul 1,1,1] 1,01 | U| 1,1,0] 0,00

DIl 1,1,11001| | D| 010 1,00
B, By

Znajdz wszystkie rownowagi Nasha w strategiach czystych powyzszej gry. Po-
kaz, ze profil (D, L, By) nie jest réwnowaga drzacej reki, pomimo ze Zadna z
tych strategii nie jest stabo zdominowana.

Zadanie 1.56 Pokaz, Ze kazda skoriczona gra w postaci strategicznej posiada
rownowage drzacej reki.
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2 Gry ekstensywne

Zadanie 2.1 Zapisz gry z zadan 1.1-1.5 w postaci ekstensywney.

Zadanie 2.2 (Gra w stonoge (centipede game)) W skoriczonej grze z
pelng informacjq dwdch graczy rozpoczyna gre majace przed sobg $1. Nastepnie
na przemian decydugja, czy chea kontynuowaé gre (c), czy ja zakoniczyé (s).
Jesli gracz zdecyduje sie kontynuowad gre (c), sedzia zabiera mu $1 i doktada
$2 przeciwnikowi. Jesli gracz zakoniczy gre (powie stop - s), gracze otrzymujq
wyptaty, ktore zgromadzity sie dotychczas na ich kontach. Jesli Zaden z graczy
nie powie stop, gra konczy sie gdy bedq mieli po $100 kazdy.

Gracz 1 Gracz 2 Gracz 1 Gracz 2 Gracz 1 Gracz 2 (100,100)
Kontynuuj Kontynuuj Kontynuuj Kontynuuj Kontynuuj
Stop Stop Stop Stop Stop Stop
(1,1) (0,3) (2,2) (1,4) (99,99) (98,101)

Znajdz rownowage Nasha doskonata ze wzgledu na podgry. Czy istniejq profile
strategii dajgce Pareto-lepsze wyptaty?

Zadanie 2.3 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz gre po-
miedzy graczami i = 1,2, z posrod ktorych kazdy moze obierac strategie a;
ze skonczonego zbioru M;, zawierajacego m; elementow. Wyptaty kazdego z
graczy sa uzaleznione od obranej pary strategii (a1, as), ¢i(ay,az).

(i) Zaléz, Ze gracze podejmujq decyzje jednoczesnie. Ile wowczas kazdy z
nich ma strategii?

(i1) Zaldz, ze gracz 1 podejmuje decyzje pierwszy, nastepnie gracz 2 obser-
wuje decyzje gracza 1 i podejmuje wtasna decyzje. Ile wowczas kazdy z
graczy ma mozliwych strategii?

(11i) Niech w grze jak w podpunkcie (iii) bedzie wiele SPNE. Pokaz, Ze w
takiej sytuacyi istniejq co najmniej dwie takie pary strategii (a1, as) oraz
(ay,ah) (gdzie ay # a) oraz ag # aly), dla ktérych zachodzi

¢1(a1, az) = ¢1(a, ay) (1)

lub
Ga(a1, az) = do(al, ay) (2)
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(v) Zaldz, ze dla dowolnych dwdch par strategii (ay,as), (ay, ay) (gdzie ay #
a} oraz ay # al), warunek (2) nie jest spelniony (tj. gracz 2 nigdy nie
jest obojetny wobec dwdch réznych profili strategii). Zaléz dodatkowo, ze
istnieje rownowaga Nasha gry w strategiach czystych z podpunktu (i), w
ktorej gracz 1 otrzymuje wyptate 1. Pokaz, Ze w dowolnym SPNE gry
z podpunktu (ii), gracz 1 otrzymuge co najmniej m. Czy ta konkluzja
musi byé prawdziwa dla dowolnego SPNE w grze z podpunktu (iii)?

(v) Skonstruuj przyktad ukazujacy, ze konkluzja z podpunktu (iv) nie jest
spelniona zaréwno gdy warunek (2) jest spelniony dla niektorych (aq, as),
(ay,ah) (a3 # ay oraz ay # ab) lub gdy zamienimy czesé twierdzenia
rownowaga Nasha gry w strategiach czystych na réwnowaga Nasha
gry w strategiach mieszanych.

Zadanie 2.4 (Fudenberg i Tirole (2002)) Rozpatrz rynek oligopolistycz-
ny ze strategicznie determinowanymi inwestycjami. Na rynku wystepuja dwie
firmy, z ktorych kazda ma state koszty jednostkowe réwne 2. Firma 1 moze
uruchomi¢ nowaq technologie, ktora umozliwi jej produkcje po statych kosz-
tach jednostkowych rownych 0; koszty samej instalacji wynoszq f. Firma 2
obserwuje decyzje firmy 1. W momencie, gdy firma 1 podjeta swojq decyzje,
obydwie firmy okreslajq poziomy swojej produkcyi, odpowiednio q1 @ qo, na
zasadach konkurencji Cournot. Gra jest tym samym dwuokresowa.

Zalézmy, zZe popyt rynkowy przyjmuje postaé p(Q) = 14 — Q, a celem
kazdej firmy jest maksymalizacja zysku.

(i) Zapisz funkcje zysku firmy 1 oddzielnie dla przypadku gdy podejmuge
ona tnwestycje 1 gdy ich nie podejmuge.

(11) ZnajdZ réwnowage Cournot-Nasha dla drugiego etapu gry, oddzielnie
dla przypadku gdy firma 1 podjeta inwestycje 1 ich nie podjeta. Podaj
zyski obydwu firm dla kazdego z przypadkow.

(111) ZnajdZz réwnowage Nasha doskonalq ze wzgledu na podgry dla opisanej
gry. Jak zalezy ona od kosztow instalacji nowej technologii f? Kiedy
firma 1 podejmie inwestycje w rownowadze Nasha doskonatej ze wzgledu
na podgry?

Zadanie 2.5 Ponownie rozpatrz zadanie 1.25. Jesli firma 1 bedzie zachowy-
wa sie jak lider (jako pierwsza bedzie podejmowata decyzje dotyczaca produk-
cji), a2 jako nasladowca (bedzie podejmowata decyzje jako druga), jaka bedzie
ilos¢ dobra produkowana w réwnowadze Stackelberga? Na jakim poziomie zo-
stanie ustalona cena?
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Zadanie 2.6 Na oligopolistycznym rynku dobra x dziata 7 firm. Pierwsza z
nich, o kosztach TC1(q1) = %qi’+2q1 +5, zdominowata rynek v przyjeta pozycje
lidera. Koszty pozostalych firm maja postac: TC;(q;) = %qf +20,1=2,...,7.
Funkcja popytu na dobro x ma postaé: Q(p) = 800 — 4p. Oblicz wielkosé
produkcji kazdej z firm i, cene na rynku w rownowadze Nasha doskonalej ze
wzgledu na podgry przy zatozeniu, ze firmy konkurujg wielkoSciq produkcyi.

Zadanie 2.7 Roznica pomiedzy rownowagami w konkurencji Stackelberga i
konkurencyi Cournot wynika przede wszystkim z faktu, ze w konkurencyi Stac-
kelbarga lider rynkowy podejmuje wiarygodne zobowiqzanie co do swojego po-
ziomu produkcgi. W ponizszym zadaniu rozwiazesz przyktad, ktory pokaze, zZe
w momencie gdy lider nie moze podejmowac wiarygodnych zobowigzan, row-
nowaga Stackelberga nie jest rewnowaga Nasha.

Rozpatrz model Stackelberga z dwoma firmamsi, opisanymi odpowiednio za
pomocq statych kosztow jednostkowych ¢y i co. Firma 1 jest liderem rynko-
wym, za$ popyt na dobro opisuje funkcja p(Q) = 1 — Q, gdzie Q = q1 + ¢
okresla lgczng podaz obydwu firm.

(i) Znajdz rownowage Nasha doskonatq ze wzgledu na podgry powyzszej gry.
Oznacz poziomy produkcyi obydwu firm w tej rownowadze za pomocg
pary (q1, ¢3)-

(i1) Pokaz, Ze g} nie jest najlepsza odpowiedzia firmy 1 na strategie g5 firmy
2. Skomentuy.

Zadanie 2.8 (Czarny i Nojszewska (2000)) Rynek oligopolistyczny two-
rzy 11 firm sprzedajacych homogeniczny produkt. Jedna z nich zdominowata
rynek 1 przyjeta pozycje przywodcy cenowego. Funkcja kosztow firmy domi-
nujgcej przyjmuge postaé TC1(q1) = 3q3. Koszty pozostatych 10 sq opisane
za pomocq TC;(q;) = 10¢?, i = 2,...,11. Popyt rynkowy jest nastepujacy:
D(p) = 600 — 3p. Oblicz poziom produkcji kazdej z firm oraz cene ustalonag w
rownowadze na rynku.

Zadanie 2.9 (Fudenberg i Tirole (2002)) Rozpatrz glosowanie, w ktdrym
uczestniczy trzech graczy: 1, 2 1 3, wybierajacych pomiedzy trzema alterna-

tywami A, B i C. Opcja B jest statusem quo, zas A i C sq reformatorskie.

W pierwszej turze, wszyscy gtosujgcy wybierajq pomiedzy dwoma reformamsi

A i C. Wygrywa opcja, ktora zdobedzie wiekszosé, przy czym Zaden gracz

nie moze sie wstrzymac od gtosu. Nastepnie gracze przystepuja do drugiego

gtosowania, w ktorym decyduja pomiedzy statusem quo i zwycieskq opcja z

glosowania poprzedzajgcego. Ponownie wygrywa opcja, ktora zdobedzie wiek-

8208¢, bez mozliwosci wstrzymywania sie od gtosu przez graczy.
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W kazdej turze gracze gtosuja jednoczesnie. Wyptaty graczy sq uzaleznione
jedynie od opcji wybieranej na samym koncu, niezaleznie od przebiegu gltoso-
wania. Wyplaty graczy wynosza: ui(A) = 2,u1(B) = 0,u1(C) = 1;uz(A) =
1,U2(B) = 2,U3(C) = O,Ug(A) = O,Ug(B) = 1,U3(C) = 2.

(i) Co by byto, gdyby w kazidej turze kazdy z graczy glosowal na opcje, ktdra
w danym etapie gtosowania jest dla niego najlepsza?

(11) ZnajdZ réwnowage Nasha doskonala ze wzgledu na podgry, przy dodat-
kowym zatozeniu, Ze nie mozna wyeliminowac Zadnej strategii stabo zdo-
minowanej. Co sie stanie, jesli dopuscimy mozliwosé eliminacyi strate-
gii stabo zdominowanych?

Zadanie 2.10 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz nas-
tepujaca gre.

Gracz 1

Gracz 2

(4.2) (1.1) (5,1) (2,2)

(i) Znajdz réwnowagi Nasha doskonate ze wzgledu na podgry. Czy jest je-
dyna? Czy wystepujq inne réwnowagi Nasha (w strategiach czystych lub
mieszanych)?

(i1) Zaloimy, Ze gracz 2 nie obserwuje ruchéw gracza 1. Zapisz nowa po-
stac ekstensywna tej gry. Jakie sq rownowagi Nasha w zmodyfikowanej
wersji gry (w strategiach czystych i mieszanych)?

Zadanie 2.11 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Na rynku wys-

tepuja dwie nisze, mata (M) i duZa (D). Dwie firmy decydujq jednoczenie
czy cheq wejsé na rynek. Jesli firma nie wehodzi na rynek (NW), otrzymuge
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wypate 0. Jesli firma wejdzie na rynek (W), a druga nie, pierwsza firma
przejmuge wszystkich klientow i otrzymuje zysk rowny 2.

Jesli obie firmy wejda na rynek, jednoczesnie podejmuja decyzje o niszy,
na ktorej chca operowaé. Obie firmy ponosza straty jesli wybiorq te samaq
nisze, przy czym straty sq wieksze jesli wspdlnie wybiora malq nisze (M)
(zaldzimy, Ze kazda firma odnosi strate —6 jesli obie wybiora M oraz —3 jesli
wybiorg D). Jesli jedna firma wybierze duza nisze (D), a druga malq (M), to
firma operujaca na duzym rynku odnosi zysk, a druga strate, przy czym strata
ta jest mniejsza niz w przypadku, gdyby obie firmy obraly te sama nisze (firma
operujgca na duzym rynku otrzymuje zysk rowny 1, a druga strate réwng —1).

(i) Zapisz gre w postaci ekstensywney.
(i1) Zapisz gre w postaci strategiczney.

(111) ZnajdZz wszystkie réwnowagi Nasha doskonate ze wzgledu na podgry w
strategiach czystych.

(v) Znajdz réwnowagi Nasha w strategiach czystych podanej gry. Czy ist-
niejq rownowagi Nasha, w ktorych ktorys z graczy stosuje grozby bez
pokrycia (empty threats)?

Zadanie 2.12 (Fudenberg i Tirole (2002)) Gracze 1 i2 musza zdecydo-
wad, czy wzigé parasol wychodzgce z domu. Kazdy z nich wie, ze wystepuje 50%
szans na to, ze bedzie padato. Wyplaty kazdego z graczy sq nastepujgce: —5
jesli gracz mie wzigl parasola v padat deszcz; —2 jesli wzigt parasol i padato,
—1 jesli wzial parasol i nie padato oraz 1 jesli nie wzial parasola i nie padato.
Gracz 1 dowiaduge sie jaka bedzie pogoda przed wyjsciem z domu. Gracz 2 nie
ma pewnosci jaka bedzie pogoda, ale moze obserwowaé zachowanie gracza 1.

(i) Zapisz gre w postaci ekstensywney.

(i) Czy mozna te gre rozwigzaé poprzez eliminacje strategii zdominowa-
nych?

Zadanie 2.13 (Fudenberg i Tirole (2002)) Rozpatrz gre pomiedzy dwo-
ma graczami: rzadem oraz reprezentatywnym gospodarstwem domowym. Gos-
podarstwo moze wybraé dwie akcje ap, € {0,1} i otrzymac transfer od rzadu
w wysokosci t € {0,1}. Celem gospodarstwa jest maksymalizacja transferu
pomniejszonego o koszty akcji (réwne 0, gdy ap, = 0, oraz réwne % gdy ap, =
1). Celem rzqdu jest minimalizacja sumy 2(a, — 1)* +t. Zanim gospodarstwo
podejmie decyzje, rzad ogtasza schemat przyznawania transferéw t(ay), tzn.
wartosé transferu jest zalezna od wybranej akcyi ay,.
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(i) Narysuj drzewo decyzyjne odpowiadajgce grze w postaci ekstensywney,
w ktorej decyzje rzadu sq wiazace, tzn. ogtoszony w pierwszym etapie
schemat transferow bedzie rzeczywiscie wykonany.

(11) Narysuj drzewo decyzyjne odpowiadajace grze w postaci ekstensywnej, w
ktorej decyzje rzadu nie sq wiagzace, tzn. ogloszony (obiecany) w pierw-
szym etapie schemat transferow moze byé zmieniony po wybraniu przez
gospodarstwo swojej akcyi.

(111) Przedstaw obydwie gry w postaci strategicznej.
(iv) Podaj réwnowagi doskonate dla obu gier.

Zadanie 2.14 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz gre po-
miedzy dwoma graczami, ktora zostata zapisana z postact ekstensywnej na
ponizszym rysunku (z pominieciem wyplat).

Gracz 1

Gracz 1

(i) Jakie sq dopuszczalne strategie gracza 1?7 Jakie sq strategie gracza 27

(i) Pokaz, Ze dla dowolnej strategii behawioralnej, ktorq mdgltby zagraé
gracz 1, istnieje ekwiwalentna strategia mieszana na strategiach gracza
1, tj. taka, ktora przypisuje takie samo prawdopodobienstwo do kazdego
2 koncowych weztow gry, co strategia behawioralna, dla dowolnych stra-
tegit gracza 2.

(i1i) Pokaz, ze wynik odwrotny do twierdzenia z punktu (ii) réwniez jest
prawdziwy.
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(v) Zaldimy, ze modyfikujemy powyzszq gre, laczac dwa zbiory informa-
cyjne gracza 1 w drugiej turze jego ruchu, tak by wszystkie cztery wezty
byty w tym samym zbiorze informacyjnym. Pokaz, Ze gra przestaje byc
gra z doskonatq pamieciq. Ktore z twierdzen z podpunktow (ii) i (iii)
pozostaje prawdziwe?

Zadanie 2.15 Rozpatrz gospodarke Samuelsona, w ktorej w kazdym okresie
t rodzi sie jeden gracz i zZyje przez dwa okresy: jako mody w t oraz jako stary
wt+1. Tak wiec w kazdym okresie t zyje dwoch graczy: mtody urodzony wt i
stary, urodzony wt— 1. Kazdy z graczy rodzi sie z jednq tabliczkq czekolady,
ktorej mie moze przechowywac z okresu na okres. UzZyteczno$¢ z konsumpcyi
czekolady wynosi u(c) = —1 jezeli ¢ < 0.3 oraz u(c) = ¢ dla ¢ > 0.3, gdzie ¢
to konsumowana czesé¢ czekolady. Gracze mogq oddaé czekolade pozostatym
graczom ale nie moge jej sprzedaé (bo czekolada to jedyne dobro). Decyzja
gracza jest x € [0, 1], tj. czesé czekolady, ktdra chee skonsumowaé jako miody
1 oddac¢ 1 — x dla starych. Decyzje wszystkich poprzednich graczy sq wspdlng
wiedzaq. Nie wystepuje dyskontowanie.

o /najdz jedyng rownowage Nasha, jezeli gra toczy sie w skorczonym
horyzoncie T

e Jezeli horyzont gry jest nieskoriczony, jakie sq (dwie) réwnowagi do-
skonate? Pokaz, Ze sq one Pareto-uporzadkowane.

Zadanie 2.16 (Fudenberg i Tirole (2002)) Wystepuje sprzedawca, kupiec
oraz dwa okresy. W okresie 1 sprzedawca okresla poziom inwestycyi I, ktorej
koszt wynost I > 0. W okresie 2, sprzedawca moze sprzedaé jednostke dobra
kupujacemu, ale musi przy tym ponie$é koszt dostawy c(I), gdzie ¢'(0) = —oo,
d(-) <0, () >0, oraz ¢(0) < v, gdzie v okresla waluacje dobra dla ku-
pujcego. W grze nie wystpuje dyskontowanie, a spotecznie optymalny poziom
inwestycji I* sptenia warunek 1+ ¢ (1*) = 0.

(1) Zatdz, ze w okresie 2 kupujacy obserwugje poziom inwestycji I i przed-
ktada oferte take-it-or-leave-it sprzedawcy. Jaka bedzie oferta kupca?
Jaka jest rownowaga Nasha doskonata ze wzgledu na podgry tej gry?

(11) Zaproponuj kontrakt, ktéry gracze podpisywaliby w okresie 1, dzieki kto-
remu mozliwe by byto osiagniecie alokacyi optymalnej (zatdz, Ze wartosé
kontraktu nie moze by uzalezniana od poziomu I ).

Zadanie 2.17 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Udowodnij, ze
kazda skonczona gra I'p w postaci ekstensywnej, ma mieszang rownowage
Nasha, doskonalg ze wzgledu na podgry.
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3 Gry powtarzalne

Zadanie 3.1 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Ponizsza gra, w
ktorej decyzje sq podejmowane jednoczesnie, jest grana dwa razy.

by ) b3

a | 10,10 2,12 | 0,13
as | -12,2| 55| 0,0
as | 13,0 | 0,0 | 1,1

Gracze obserwujq strategie 1 wyptaty przeciwnika po pierwszym etapie gry
zanim przystapia do drugiej rozgrywki. Podaj réwnowagi Nasha doskonate ze
wzgledu na podgry tej gry.

Zadanie 3.2 Rozpatrzmy gre powtarzalng z nieskonczonym horyzontem cza-
sowym, w ktorej dwaj gracze dyskontuja wyptaty z poszczegolnych okresow
czynnikiem dyskontujgcym rownym % Gra rozgrywana w kazdym okresie
zadana jest ponizszq macierza. Udowodnij, ze ((A,A),(A,A),...) nie jest
Sciezkq decyzji w réwnowadze doskonalej (SPNE).

Al D
All 23] 1,5
Dl o101

Zadanie 3.3 W chwili 0 firma 1 jest obecna na rynku urzqdzen elektronicz-
nych, podczas gdy firma E rozpatruje wejscie na ten rynek. Aby rozpoczqé
dziatalnosé, firma E musi poniesé koszt K > 0. Firma E moze wejsé na
rynek tylko w chwili 0.

W grze wystepuja trzy okresy produkcyjne. W kazdym okresie, w ktorym
obydwie firmy sq aktywne, firmy graja gre przedstawiong ponizej. Firma E
decyduje czy wyjsé z rynku (W) czy nie wychodzié¢ (NW), podczas, gdy firma
1 decydugje sie tagodnie, badZ ostro konkurowaé z firma E (odpowiednio N K
i K). Jesli firma E zdecyduge sie wyjsé z rynku, wychodzi z niego na zawsze.
Podczas kazdego okresu, gdy firma E jest poza rynkiem, otrzymuje wyplate 0.
Firma 1 otrzymuje wyptaty zgodnie z rysunkiem. Czynnik dyskontujacy dla
obydwu firm jest rowny §.
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Firma E

Firma 1

(0, x)

Zaloz, ze
(A1) © >z >y,
(A2) y+ dx > (14 0)x,
(A3) 14+6 > K.

(i) Jaka jest (jedyna) SPNE podanej gry?

(i1) Zatdz, ze firma E posiada ograniczenia finansowe, tj. jesli firma 1 zdecy-
duge sie cho¢ raz ostro konkurowaé z firma E (w dowolny okresie), firma
E bedzie zmuszona do opuszczenia rynku poczqwszy od tego okresu. Jaka
jest (jedyna) SPNE powyzszej gry? (Jesli odpowied? zalezy od warto-
sci parametréow w sposob, ktory nie zostat uwzgledniony w zatoZeniach

(A1)-(A3), wskaz w jaki sposdb).
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4 Asymetria informacyjna

Zadanie 4.1 Ponownie rozpatrz gre z zadania 2.10. Zaloimy, zZe gracz 2
obserwugje prawdziwy ruch gracza 1 z prawdopodobieristwem p € (0,1), a nie-
prawdziwy z prawdopodobieristwem 1 —p (np.: jesli gracz 1 gra T', to gracz 2
obserwuje T' z prawdopodobieristwem p oraz B z prawdopodobieristwem 1 —p).
Zalozmy, Ze kazdy z graczy zna wartosé p. Zapisz ponownie ekstensywna
forme gry. Zaktadajac, Ze graczom zalezy na maksymalizacji oczekiwanej wy-
platy, znajdz wszystkie stabe doskonate réwnowagi bayesowskie (WPBE).

Zadanie 4.2 (Myerson (1991)) Rozpatrz gre bayesowska z niepetna infor-
macja, w ktorej gracz 1 moze bycé zarowno typu « jak i 3, przy czym gracz
2 wie, Ze jest typu a z prawdopodobienstwem 0.9 i typu B z szansqg 0.1. W
zaleznosci od typu gracza 1 wyplaty graczy wygladaja nastepujgceo,

t=« t=0

Lo Y2 ) Y2

|| 2220 |z | 02|10
il 021 00| || 12|20

(i) Pokaz, Ze istnieje rownowaga bayesowska, w ktorej gracz 2 wybiera stra-
tegt xo.

Poczta elektroniczna. Teraz zaloz, zZe struktura informacyjna gry ulega
zmaanie, a gracze mogaq sie komunikowacé przez rozpoczeciem wtasciwej gry.
Jesli gracz 1 jest typu 3, to nigdy nie wysyta on listu do gracza 2. W prze-
ciwnym wypadku, gracz 1 wysyta wiadomosé do gracza 2 z informacjg: "Nie
jestem graczem typu (37. Nastepnie, za kazdym razem gdy jeden z graczy
otrzyma list, automatycznie odpisuje drugiemu z informacjq: "Potwierdzam
otrzymanie twojej ostatniej wiadomosci”. Zatozmy, ze kazdy list z szansqg %
nie dochodzi do adresata. Oznacza to, Ze w momencie gdy gracz 1 wybiera
swojq strategie wie, czy jest typu o czy 3; jesl jest a, to wie ile listow otrzy-
mat od gracza 2. Gdy gracz 2 wybiera swojq strategie, wie ile listow otrzymat
od gracza 1.

(ii) Po tym jak gracze przestajq sobie wysytaé wiadomosci, jakie prawdopo-
dobienstwo gracz 2 przypisze zdarzeniu, Ze list wystany przez gracza 1
zostat zgubiony (tj. calkowita liczba wystanych listow jest nieparzysta)?
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(111) Jesli gracz 1 nie jest typu [3, jakie prawdopodobieristwo przypisze zda-
rzeniu, ze jego list nie osiqgnal adresata?

(iv) Pokaz, Ze w tak zdefiniowanej grze, nie istnieje réwnowaga bayesowska,
w ktorej gracz 2 wybiera strategie xs.

Zadanie 4.3 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz naste-
pujaca sytuacje. Dwie wrogie sobie armie decydujq sie zajoé wyspe. Genera-
towie kazdej z nich decydujq jednoczesnie o tym czy zaatakowaé (A), czy nie
zaatakowaé (NA). Dodatkowo, kazda z armii jest silna (s) albo staba (w) z
réwnym prawdopodobieristwem (kazda z armii losuje swdj typ niezaleznie od
przeciwnika), a jej typ jest znany tylko jej generatowi. Wyplaty sa nastepu-
jace. Wyspa jest warta M jesli zostanie zdobyta. Armia moze zdobyc¢ wyspe,
jesli sama zaatakuge, podczas gdy druga armia nie atakuje, badz gdy jest silna
v atakuje, a druga jest staba 1 atakuje. Jesli obydwie armie sq tego samego
typu 1 obydwie atakuja, zZadna z nich nie zdobywa wyspy. Kazda armia ponosi
koszt walki, ktory wynosi cs, jesli jest silna lub ¢, jesli jest staba (cs < cy).

(i) Zapisz gre w postaci strategicznej.
(ii) Zapisz gre w postaci ekstensywnej.

(111) Jesli kazdy z generatow bedzie kierowal sie maksymalizacja oczekiwanej
wyplaty, jakie bedq réwnowagi Nasha gry w strategiach czystych [Podpo-
wiedZ: rozpatrz oddzielnie przypadki, gdy analizowana armia jest silna

albo stabal?

Zadanie 4.4 Rozpatrzmy zmodyfikowana gre do tej w zadaniu 4.53. Tym ra-
zem jedna z armii zdobyta wyspe wcezesniej, a general drugiej zastanawia sie
czy ja odbié (zaatakowaé - A), czy tez nie (nie atakowaé - NA). General ar-
mit pierwszej podejmugje decyzje jako pierwszy. Moze zadecydowaé o odwrocie
z wyspy (nie atakuje - NA), lub o bronieniu jej do ostatniego Zolnierza (ata-
kuje - A). General armii pierwszej zobowiazuje sie do obranej strategii (jesli
dokona odwrotu, nie zdqzy powrdci¢ na pole bitwy, aby bronié wyspy, a jesl
zadecyduje o obronie, bedzie kazat spali¢ wszystkie mosty, ktore umozliwityby
ucieczke jego Zolnierzom). Wyplaty i koszty walki pozostaja jak w zadaniu

4.3.

(i) Zapisz gre w postaci strategicznej.
(i1) Zapisz gre w postaci ekstensywney.

(111) Jesli kazdy z generatow bedzie kierowal sie maksymalizacja oczekiwanej
wyptaty, jakie bedq rownowagi Nasha doskonate ze wzgledu nad podgry
w strategiach czystych?
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(iv) Poréwnaj wyniki z zadaniem 4.3. Jak zobowigqzania armii pierwszej
wplywaja na réwnowagi gry? Dlaczego palenie za sobq mostow wydaje
sie by¢ dobrym posunieciem?

Zadanie 4.5 (Varian (1992)) Dr W. i mgr D. prowadza zajecia z teorii
gier. Dr W. jest zainteresowany tym, ile godzin mgr D. prowadzi zajeé ze
studentami 1 ile must mu za to zapacié. Dr W. pragnie zmaksymalizowac
swojq wypate x — s, gdzie x jest liczbg godzin prowadzonych zajec¢ przez mgr
D., a s catkowitym wynagrodzeniem jakie musi mu zaptacié. Jesli mgr D. uczy
x godzin i otrzymuje za to wynagrodzenie s, jego wyplata wynosi s — c(x),
gdzie c(z) = 1a°.
(i) Jesli dr W. obiera x oraz s aby zmaksymalizowaé swoja wyplate, pa-
mietajge o tym, Ze mgr D. musi chcieé dla niego pracowad, ile godzin
cwiczen bedzie prowadzit mgr D.?

(ii) lle dr W. zaptaci mgr D.?

(111) Zatozmy, ze dr W. wprowadza nastepujacy plan motywacyjny. Okresla
wynagrodzenie na poziomie s(xr) = axr + b i pozwala mgr D. samemu
ustalic liczbe przepracowanych godzin. Jakie a © b maksymalizujq wyna-
grodzenie dr W.? Czy potrafisz podaé przyktad innej funkcji s(x), ktdra
jeszcze bardziej powiekszytaby przychod dr W.?¢

Zadanie 4.6 Dwie firmy symultanicznie podejmuja decyzje o wejsciu lub nie
na rynek. Koszt wejscia dla i-tej firmy wynosi 0; € [0, 00). Koszty wejscia dla
obu firm sq ich prywatng informacja i sq (niezaleinie) losowane z rozktadu o
(wszedzie dodatniej) gestosci p(-). Wyplata i-tej firmy wynosi 7™ — 0, jezeli
firma wejdzie sama na rynek, T — 0;, jezeli obie firmy wejda na rynek oraz
0, gdy firma nie wejdzie na rynek. Niech ™ > 7¢ > 0, gdzie 7, to zysk
monopolisty na rynku, a 7@ to zysk jednej z firm w duopolu. Znajdz réwnowage
bayesowskq i pokaz, Ze jest ona jedyna.

Zadanie 4.7 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz model
konkurencji Cournot jok w zadaniu 1.46. Tym razem zaloz, Ze firma moze
mieé koszty cr, z prawdopodobieristwem 1 oraz cy z szansq (1 — p), cg > cr.
Znajdz rownowage bayesowskq tej gry.

Zadanie 4.8 Rozpalrz rynek projektow inwestycyjnych. Wszystkie projekty
kosztujg 1. Sa dwa typy projektow: dobre v zte. Projekty przynoszaq zysk m lub
0. Dobry projekt przynosi zysk z prawdopodobienstwem pg, a zty z prawdopo-
dobieristwem pg. Niech pg > pp. Frakcja dobrych projektow wynosi cx.
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Przedsiebiorcy cheq pozyczyc pieniadze z banku na poczqtkowa inwestycje.
Umowa kredytowa specyfikuje kwote R, ktora powinna by splacona bankow:.
Przedsiebiorca zna typ swojego projektu, ale bank nie. W przypadku, gdy pro-
jekt sie mie powiedzie przedsiebiorca ogltasza upadtosé i bank nie otrzymuge
swoich pieniedzy. Banki sq konkurencyjne @ cechuja sie neutralnym stosun-
kiem do ryzyka. Rynkowa stopa procentowa, po ktorej banki otrzymujq pie-
nigdze, wynosi r. Zatézimy, ze pem — (1 + 1) > pgm — (1 + r). ZnajdZ R
w réwnowadze (doskonale konkurencyjnej) i zbior projektow sfinansowanych.
Jak te warto$ci zalezq od parametréow modelu?

Teraz zatoz, Ze przedsiebiorca moze wspotfinansowac koszt projektu w wy-
sokosci x € [0,1], a na reszte uzyska kredyt. Przedsiebiorca ma ograniczenia
plynnosci, tak ze koszt pozyczki przedsiebiorcy na rynku wynosi (14 p)x, gdzie
p>r.

(i) Przedstaw zysk przedsiebiorcy jako funkcje R, x i typu.

(i1) Opisz najlepsza (z punktu widzenia dobrobytu) separujacq PBE gry, w
ktorej rozpoczyna przedsiebiorca oferujac x, dalej banki oferujq kredyty
R na sfinansowanie reszty inwestycyi, ktore sq kolejno akceptowane lub
nie przez przedsiebiorcow. Jak rownowagowy poziom x zalezy od matych
zmaan parametrow modelu.

(111) Poréwnaj wyplaty przedsiebiorcéw w obu modelach.

Zadanie 4.9 Rozpatrz model rynku ubezpieczen. Sq dwa rodzaje klientow:
ryzykanci 1 asekuranci. Kazdy rozpoczyna z majatkiem w, ale ma mozliwosé
stracenia £ w wyniki pozZaru. Prawdopodobieristwo pozaru wynosi pr i Py,
odpowiednio dla asekurantow i ryzykantow. Zaktadamy, ze 1 > py > pr > 0.
Oba typy klientow maksymalizuja oczekiwang uzytecznosé, gdzie uzytecznosé
z majtku jest zadana funkcjg w, u/'(-) > 0, oraz u”"(-) < 0. Na rynku sq dwie
firmy ubezpieczeniowe. Polisa ubezpieczeniowa polega na zapewnieniu wyptaty
R w przypadku pozaru. Koszty polisy (sktadke) oznaczamy przez m. Zaloz, ze
klienci mogq kupic tylko jedna polise.

(i) Uargumentuj, Ze polise mozna analizowaé, jako specyfikujaca majatek
dla dwdch standw przyrody (pozar, brak pozaru).

(i1) Zaloz, Ze firmy ubezpieczeniowe symultanicznie oferujq polisy klientom
i kazda firma moze zaoferowaé skoriczonq liczbe moZliwych polis (tj. par
(R,m)), jak w modelu screeningu. Znajdz SPNE.

(i1i) Czy SPNE zawsze istnieje?
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Zadanie 4.10 Polowa absolwentow uczelni jest utalentowana i moze produ-
kowaé x. Druga potowa jest nieutalentowana ¢ moze wyprodukowac 0. Przed-
stawiciele obu grup majq koszt alternatywny rowny 1 i cechujaq sie neutralnym
stosunkiem do ryzyka. Pracodawca, po koszcie 2 dla niego i 1 dla aplikanta
moze przeprowadzi¢ test wskazujacy prawdziwg produktywnosc absolwenta.
Pracodawcy konkuruja o pracownikow, ale ujawniaja sobie nawzajem wyniki
testow. To znaczy, zZe pracodawca wie czy kandydat byt juz testowany i czy
zdat. Praca trwa przez jeden okres. Pracodawca nie moze sie zobowigzac do
przetestowania kazdego aplikanta, ani tez do Zadnej z gory ustalonej proporcyi
kandydatow.

(i) Dlaczego nie ma réwnowagi PBE, w ktdrej pracodawca testuje kazdego
kandydata, ani w ktorej nieutalentowani kandydaci nie aplikujq?

(1) W réwnowadze, pracodawca testuje kandydatow z prawdopodobieristwem
v 1 ptaci tym, ktorzy przejda testy w. Utalentowani aplikuja, a nie uta-
lentowani aplikujq z prawdopodobienstwem «. Znajdz wzor na réwno-
wagowe prawdopodobienstwo o bedacego funkcja w. Wyjasnij dlaczego
a nie jest bezposrednio funkcja x, mimo Ze pracodawcy zalezy na wyz-
szym x.

(i11) dla x =9, jakie sq réwnowagowe wartosci o,y oraz w?

Zadanie 4.11 (Farber (1980)) Jest trzech graczy: zarzad (i = 1), zwiqzek
zawodowy (i = 2) i arbitrazysta (i = 3). Arbitrazysta musi wybraé rozstrzy-
gniecie konfliktu t € R z pomiedzy dwdoch ofert zaproponowanych przez zarzad
s1 € R 1 zwiqzek zawodowy so € R. Preferencje arbitrazysty sq okreslone przez
vy = —(t—50)%. Tym samym wybiera on opcje naghlizszq rozwiqzania sq, ktdre
jest przez niego uznawane za wtasciwe.

Zarzad 1 zwigzkowcey nie znaja sg, jednak wiedzq, zZe jest ono losowane
z rozktadu prawdopodobieristwa o dystrybuancie P i gestosci p na przedziale
[S0, S0|. Zarzad i zwiazkowcey wybieraja swoje oferty jednoczesnie, przy czym
ich preferencje sq okreslone odpowiednio przez u; = —t oraz us = +t.

Wyprowadz i zinterpretuj warunki pierwszego rzedu na réownowag Nasha
w strategiach czystych. Pokaz, Ze w rownowadze arbitrazysta z rownag szansaq
wybierze ofert kazdego z graczy.

Zadanie 4.12 (Myerson (1991)) Rozpatrz aukcje najwyzszej ceny, w kto-
rej bierze udzial dwoch graczy z niezaleznymi prywatnie obserwowanymi wa-
luacjami licytowanego dobra. Przed aukcja, kazdy gracz v obserwuje zmienna
losowq t;, losowanqg niezaleinie z rozktadu jednostajnego na przedziale [0, 1].
Wowczas, wartosé przedmiotu dla gracza v wynosi v; = t; + 0.5.
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Nastepnie, kazdy z graczy przedstawia swojq oferte b; > 0, przy wyptacie
0 postact,

Ui(bl,bQ,tl,tQ) = 0 ]elZ bz < b—i7

Znajdz rownowage, w ktorej kazdy z licytujacych wykorzystuje strategie o po-
staci by = at; + (. Jaka jest oczekiwana wyptata w tej rownowadze dla gracza
1, ktory przed aukcjg wylosowat typ t; ¢

Zadanie 4.13 (Myerson (1991)) Ponownie rozpatrz aukcje jak w zadaniu
4.12, ale tym razem miech gracze maja wspolng waluacje licytowanego dobra.
Tak jak w zadaniu 4.12 przed licytacja kazdy z graczy i (i = 1,2) obserwuge
losowq zmienng t; losowana niezaleznie z rozktadu jednostajnego na przedziale
[0, 1], ale tym razem wartosé licytowanego dobra wynosi v = t1 +ts. Oznacza
to, ze znajac swojq zmienna t;, oczekiwana wyplata gracza i wynosi t; = 0.5,
jak w poprzednim zadaniu. Kazdy z graczy przedstawia swojq ofert b; > 0,
przy wyptacie o postaci,

(tl + t_z) —b; jell b; > b_i,
ui (b1, b2, t1,t2) = 4 0 Jeli by <b_y,
%(Zfl + tfi - bl) ]6[@ bl = b,i.

Znajdz rownowage, w ktorej kazdy z licytujacych wykorzystuje strategie o po-
staci b; = at; + 3. Jaka jest oczekiwana wyptata w tej rownowadze dla gracza
1, ktory przed aukcjg wylosowat typ t;? Pokaz, zZe dla dowolnej wartosci t;
rownowagowa oferta jest nizsza niz w grze w zadaniu 4.12.

Zadanie 4.14 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Sprzedajacy i
kupiec biorq udzial w negocjacjach. Sprzedawca posiada przedmiot, ktory jest
warty v dla kupca (waulacja sprzedawcy jest znormalizowana do zera). v jest
znane kupcow:, ale nie jest znane sprzedawcy. Rozklad waluacyi jest jednak
znany wszystkim. Negocjacje sq roztozone na dwa etapy. Na poczatku kazdego
z nich sprzedawca prezentuje kupcowi oferte take-it-or-leave-it (podajac cene
dobra), ktdrg kupiec moze przyjac lub odrzucié. Gra sie kornczy wraz z przy-
jeciem oferty przez kupca, lub wraz z koricem drugiego etapu, w zaleznosci
od tego co wydarzy sie pierwsze. Kazdy z graczy dyskontuje wyptate z okresu
drugiego czynnikiem §.

Na potrzeby zadania zaloz, ze jesl kupiec jest obojetny wobec przyjecia i
odrzucenia oferty, to jq zawsze przyjmuje.

35



(i) Scharakteryzuj WPBE gry (w strategiach czystych), dla przypadku gdy
v przyjmuje dwie wartosci: vy, vy, vy > vy, gdzie A = Prob(vy).

(i1) Rozpatrz gre dla przypadku gdy v jest losowane z rozkladu jednostajnego
na przedziale [v, v].

Zadanie 4.15 (Gra w Piwo czy Quiche?) Dwdch studentow SGH posz-
to do pubu. Jeden z nich jest twardzielem, lubigcym od czasu do czasu przy-
tozyc jakiemu mieczakowi, jednak unikajacym walki z innymi twardzielams.
Drugi jest mieczakiem, ktory najchetniej unikatby jakiejkolwiek konfrontacyi
z kimkolwiek. Zaden ze studentdw mie wie, czy drugi jest mieczakiem, czy
twardzielem, ale kazdy z nich wie, Ze z szansq 0.8 drugi jest twardzielem.

Dodatkowo, kazdy z graczy obserwuje zamowienie drugiego przy barze.
Student moze zamowié albo piwo, albo quiche. Jak wiadomo, prawdziwi twar-
dziele zawsze pijq piwo, podczas gdy mieczaki preferuja quiche. Drugi student
najchetniej wybratby to co lubi najbardziej, jednak chciatby rowniez uniknaé
niepotrzebnej bijatyksi.

Rozpatrz nastepujaca gre z dwoma graczami. Natura decyduje, czy gracz
A jest mieczakiem czy twardzielem z prawdopodobienistwem odpowiednio 0.8
i 0.2. Nastepnie gracz A, znajac swoj typ decyduje co zamowié (piwo czy
quiche). Wreszcie decyzje (bi¢ lub nie bié) podejmuge gracz B. Wyplaty gry
zaprezentowano na rysunku

0 Bij Bij 1
1 1
Piwo Quiche
2 B A B 3
T T
0 Nie bij | Twardziel 0.2 | Nie bij 0
! I
! I
1 c |
! I
1 Bij 4 Migczak | 0.8 : Bij 0
0 B A B 0

Piwo Quiche
2 2
1 Nie bij Nie bij 1

(i) Jakie sq réownowagi bayesowskie powyzszej gry? Czy wszystkie sq sta-
bymi doskonatymi réwnowagami bayesowskimi?
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(i1) Podaj réwnowagi separujce i pooling.

Zadanie 4.16 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Pani P., powdd-
ka, wniosta sprawe przeciwko Pani D. (pozwanej). Jesli Pani P. wygra sprawe,
otrzyma m dolaréw odszkodowania za szkody spowodowane przez Panig D.
Pani D. zna prawdopodobieristwo wygranej przez Panig P., réwng X € [0, 1],
ale Pani P. go nie zna (Pani D. moze wiedzieé, czy rzeczywiscie jest winna,
czy nie). Obydwie Panie majq $cisle dodatnie koszty udzialu w procesie, od-
powiednio ¢, i cq. Pierwotny rozktad prawdopodobieristwa parametru A jest
opisany przez f(N) (jest on powszechng wiedza).

Przed rozpoczeciem sprawy w sqdzie, Panie mogq rozwiqzaé sprawe polu-
bownie. Negocjacje wygladaja w nastepujacy sposob. Pani P. prezentuje Pani
D. oferte take-it-or-leave-it (w dolarach). Jesli Pani D. sie zgodzi na pro-
pozycje, wyptaca odszkodowanie Pani P. i gra sie korniczy. Jesl nie, sprawa
trafia do sadu.

k PB ] h h @] Z‘(;Z(Z ] I Q
J k ara 61’;7 Od(fl D T [/ a a ()/ owa I ?

(111) Zaldzmy teraz, ze Pani P. moze dodatkowo zrezygnowaé z pozwu po tym
jak jej oferta zostanie odrzucona. Jakie wowczas bedqg WPBE? Jak bedq
one uzaleznione od parametrow gry?

Zadanie 4.17 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz symul-
taniczng aukcje pierwszej ceny jak w zadaniu 1.16, ale tym razem zatoz, ze
waluacja v; jest obserwowalna jedynie dla gracza i. Waluacja jest losowana

z rozktadu jednostagnego na przedziale [0,v] dla kazdego gracza.

(i) Wyprowadz symetryczng bayesowska réwnowage Nasha w strategiach
czystych. [Podpowied?: poszukaj réwnowagi, w ktorej oferty sktadane
przez gracza i sq liniowa funkcje jego waluacji w;.]

(i1) Oznaczmy liczbe graczy przez 1. Jak zmieniajq sie strategie graczy w
rownowadze, gdy I ro$nie?

Zadanie 4.18 (Gra z terrorysta) W naturze wystepuja dwa typy terrory-
stow: normalni 1 szaleni. Z posrod wszystkich terrorystow, udziat normalnych
wynosi p, za$ szalonych (1 —p). Normalny terrorysta nie lubi sie detonowacd,
natomiast lubi, gdy ofiary realizujq jego Zadania. Szalent terrorysci lubiq sie
detonowac do tego stopnia, Ze sprawia im to nawet wiekszaq przyjemnosc, niz
realizacja Zgdan przez ofiary.
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Gra wyglada nastepujaco. Terrorysta (I) kolejno puka do drzwi ofiary
(E). Gdy tamta mu otworzy, terrorysta zada od ofiary zaplacenia okupu. Je-
sli ofiara zaptaci, uchodzi z Zyciem, jesli nie, terrorysta podejmuje decyzje
czy sie zdetonowad czy nie. Ekstensywnqg postaé gry zaprezentowano ponizej.
Zakladajgc, zZe ofiara nie zna typu terrorysty w ktorym ma do czynienia, ale

Ptal (0,2)
. (Szalony)
Detonu
p ) -1L,D
N ptac Nie
, detonuj (1-1
Plac (0’2)
Petond] ¢1-1 (Normalny)

ptac Nie
detonuj (1,0)

zna ich rozktad w populacji © obserwowata wczesniejsza wizyte terrorysty w

mnym domu, znajdz stabe rownowagi bayesowskie podanej gry. Okresl rowno-

wage dla p = %. (Zaktadamy, Ze terrorysta ktory sie zdetonowal, moze dalej

odwiedaé ofiary.)

Zadanie 4.19 (Chain-store paradox) Firma sieciowa (1) kolejno konku-
ruje z nowo wchodzqeymi firmami (E) na odrebnych rynkach. Kazda z wcho-
dzacych firm moze zadecydowaé o wejsciu (EN) lub o pozostaniu poza ryn-
kiem. Gdy ta juz podejmie decyzje, firma sieciowa moze zarowno podjac walke
z nowq firma (F) lub z niej zrezygnowaé (A).

Rozpatrzmy przypadek firmy, ktora planuje wejsé na rynek. Zatoimy, ze
nie nie zna ona typu firmy sieciowe], ktora dziata juz na rynku, jednak wie,
Ze z szansq p trafi na firme szalong (agresywna), ktora zawsze preferuje walke
nad rezygnacja z niej, a z szansq (1 —p) na firme normalng (wyptaty zostaly
zaprezentowane ponizej).

Zaktadajac, zZe firma wchodzgca obserwowata wczesniejszq gre na innym
rynku pomiedzy inna firma a firma sieciowa, znajdi stabe réownowagi bay-
esowskie podanej gry.

Zadanie 4.20 (Gra edukacyjna) W gospodarce wystepuja dwa typy gra-
czy: wysoko utalentowani (oznaczeni typem Oy ) i nisko utalentowani (ozna-
czeni 0r). Zatéimy 0y > 0, > 0, gdzie 0; oznacza liczbe jednostek dobra
konsumpcyjnego jaka dana jednostka jest w stanie wyprodukowaé w ciggu
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(:0.5,0) (Szalony)

(0.5,-1)

(-0.5,-1) (Normalny)

(0.5,0)

jednego okresu. Zatozimy dodatkowo, zZe udziat 0sob utalentowanych w catej
gospodarce wynosi A = Prob(0; = 0y) € (0,1).

Dodatkowo na rynku wystepuja dwie firmy, dziatajgce na zasadach do-
skonatej konkurencyi. Kazda firma dazy do maksymalizacji swojego zysku z
produkcji dobra konsumpcyjnego, opltacajac odpowiednio pracownikow. Firma
nie rozroznia poszczegolnych typow pracownikow, jednak zna ich rozktad w
gospodarce. Co wiecej, obserwuje ona doskonale ich czas edukacyi © moze na
tej podstawie warunkowaé wynagrodzenie w(-). Zysk firmy mozna wiéwczas
zaprezentowac nastepujaco,

T = Aply —w(eny)] + (1 — \)[pfr, — w(er)],

gdzie p okresla cene rynkowq dobra konsumpcyjnego. Przyjmigmy dla uprosz-
czenia, ze p = 1.

Aby zasygnalizowac pracodawcom swojaq efektywnosé, konsumenci mogq
rozpoczqé edukacje, przy czym czas edukacji nie ma wplywu na efektywnosé
pracownika, jest jedynie sygnatem. Niech e; okreSla czas edukacyi podejmo-
wany przez typ i. Koszt edukacji na poziomie e wynosi c(elf;), dla danego
typu 6;. Wyplaty konsumentow przyjmuja postac:

ul(elfy) = w(e) —cleld;) gdy  w(e) > c(e|theta;)

0 w.p.p.

Zaktadamy ¢(0,0;) = 0,c. > 0,¢ee > 0,¢(:|0m) < c(-10L), cc(-|0m) < ce(-|0L),
gdzie ¢, okresla pochodnq funkcyi ¢ wzgledem e.

Gra wyglada nastepujaco. Najpierw kaZdy z typow wybiera swoj poziom
edukacji. Nastepnie, nie znajac typow, ale znajac ich rozkltad, firmy jedno-
czesnie podejmuja decyzje o wysokosci wynagrodzenia w zaleznosci od zaob-
serwowanego czasu edukacyi. W koncu, konsument decyduje w ktorej firmie
przyjac prace, lub w ogole z niej rezygnuje.
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(1) Znajdz stabg réwnowage bayesowskq typu pooling w podanej grze;

(i1) ZnajdZ separujaca stabg réwnowage bayesowska w podanej grze
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5 Projektowanie mechanizméw

Zadanie 5.1 (Fudenberg i Tirole (2002)) Rozpatrz gospodarke z I kon-
sumentami okreslonymi za pomocq quasi-liniowych funkcji uzytecznosct,

wi(x,0;,t;) = vi(x, 0;) + ti,

gdzie t; okresla dochéd gracza i, x publiczng decyzje (np.: dotyczaca podazy
dobra publicznego), zas v;(x,0;) nadwyika konsumenta i dla decyzji x i para-
metru preferencyi 0;. Parametr 0; jest prywatna informacjq kazdego z graczy.
Pieniezny koszt decyzji x wynosi c(x).

Spotecznie optymalna decyzja publiczng jest

a"(b1,...,0r) € argmax {Z vi(z,0;) — c(x)} :

Zatoz, ze (i) maksymanta powyiszego zadania jest Scisle wklesta wzgledem
(01,...,0;) oraz (it) dla kazdego 0_;,0;,0.,

a wiec optymalna decyzja jest roznowartosciowa wzgledem poszczegolnych pa-
rametrow.

Rozpatrz teraz nastepujaca gre. Konsumenci jednoczesnie ogtaszajq swoje
parametry preferencyi. Tym samym czystq strategiq gracza i jest jego komu-
nikat 0; (HAZ moze bycé rézine od 60;). Realizowana decyzja x*(él, o ,él) jest
optymalna dla ogtoszonych parametrow. Kazdy konsument otrzymuje wow-
czas transfer od spotecznego planisty, rowny

~ ~

ti(éb s 791) - kz + Zvj(x*(éh s 701)7éj) - C(x*(éh R 761))7
J#

gdzie k; jest statq. Pokaz, Ze mowienie prawdy jest zawsze strategia dominu-

jaca.

Poniewaz mowienie prawdy jest zawsze strategiq dominujaca, nie jest
wazne czy gracze znajq prawdziwe preferencje innych, poniewaz mowienie
prawdy zawsze jest dla nich racjonalne. Ten schemat ujawniania preferencyi
za pomocq strategii dominujgcych (zwany mechanizmem Grovesa) jest szcze-
golnie interesujacy, gdy parametr preferencji jest znany wylgcznie danemu
konsumentow:.
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6 Gry kooperacyjne

Zadanie 6.1 Rozpatrzmy gre kooperacyjna (N,V), gdzie N = {G,H,W}
orazV({G}) =1, V({H}) =2, V{W}) =3, V{G, H}) =82, V{G,W}) =
6.5, V{H,W}) =8, V{G, H,W?}) = 11.2. ZnajdZ jadro (tj. rdzen) tej gry.
Przedstaw rdzen graficznie.

Zadanie 6.2 Rozpatrzmy gre kooperacyjng (N,V), gdzie N = {A,B,C}
oz V({A}) = VI{BY) = V({C}) = 0, V({A, B}) = 2, VHA.C}) = 4,
V{B,C}) = 6, V{A,B,C}) = 7. Oblicz wartosé Shapleya dla kazdego
gracza.

Zadanie 6.3 Rozpalrz negocjacje w schemacie arbitrazowym Nasha pomie-
dzy zwigzkami zawodowymi (ZZ) oraz pracodawcq (PP). PP majaq 4 propo-
zycje: automatyzacja linii produkeyjnej (A), likwidacja przerwy na kawe (K),
A i K tacznie lub pozostawienie status quo (SQ). ZZ maja takzie 4 propozy-
cje: podwyzka wynagrodzenia o dolara za godzine (P), zmiana pracowniczego
programu emerytalnego (E), P i E lgcznie oraz pozostawienie status quo
(SQ). Wyptaty PP i ZZ opisuje tabela:

Pl E|SQ| K| A

PP -3|-2| 0 | 4| 4
ZZ | 8|12 0 |-1|-2

Wyptaty z taczonych propozycji sq sumowane. Na wykresie przedstaw wyptaty
z kazdego moZliwego wyniku negocjacji (kompromisu) i zakresl zbior negocja-
cyjny. Graficznie i analitycznie znajdz rozwigzanie arbitrazowe Nasha.

Zadanie 6.4 (Myerson (1991)) Mary i John podejmujq decyzja dotyczaca
tego, w jaki sposob majaq spedzi¢ sobotni wieczor. Ograniczyli oni swoj wybor
do trzech opcji: obejrzeé gale boxu (B), pojsé na balet (O), lub zostaé w domu
(D). Jesli nie podejma Zadnej decyzji, zostaja w domu (D stanowi tym samym
status quo).

Oprécz trzech powyzej wskazanych opcji, Mary i John majq dostep do ge-
neratora liczb losowych, ktory umozliwia im dodatkowo wybor loterii, w ktorej
beda losowali rozwigzanie z wybranym przez siebie prawdopodobienstwem.

Mary najbardziej preferuje balet, przy czym jest obojetna pomiedzy obej-
rzeniem gali boxu, a pdjsciem na balet z szansqg i 1 pozostaniem w domu z
szansq %. John najbardziej preferuje box, zas ogladanie baletu i pozostanie w
domu dostarczaja mu dokladnie taka samaq uzytecznosc.
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(i) Zapisz formalnie zbidr uzytecznosci mozliwych do osiqgniecia w nego-
cjacjach pomiedzy Mary v Johnem. Naszkicuj nastepnie zbior w prze-
strzeni dwu-wymiarowey.

(11) ZnajdZ rozwigzanie arbitrazowe Nasha. Gdzie spedzq sobote Mary i John?

(i11) Ktory aksjomat rozwigzania arbitrazowego Nasha pozwolit ci na okre-
slenie rozwigzania?

Zatozmy, ze w domu Mary 1 Johna zepsul sie telewizor. Zdarzenie to nie

wplynie na preferencje Mary, jednak dla Johna istotnie obnizy to uzytecznosé

pozostania w domu. Zaloimy, ze w przypadku braku telewizora, uzytecznosc

pojscia na balet jest dla Johna rowna uzytecznosSci z pojscia na boxr z szansq

é 1 pozostanie w domu z Szansq %

(iv) Okresl i naszkicuj nowy zbidr dostepnych uzytecznosci.

(v) Okresl rozwiazanie arbitrazowe Nasha. Jak wynik zmienit sie w stosunku
do wczesniejszej sytuacyi. Co bylo tego przyczyna? Zinterpretuy.

Zadanie 6.5 (Dopasowywanie rekawiczek) Rozpatrzmy gre kooperacyjna
z trzema graczami. Gracz 1 12 maja po jednej prawej rekawiczce. Gracz 3 ma
jedna lewa. Koalicja, ktorej uda sie skompletowaé jedna pare dostaje wyplate
1. W przeciwnym wypadku koalicja dostaje 0.

Oznacza to, Ze wartosci poszczegolnych koalicji mozemy zapisac nastepu-

Jaco: ’U({l,2,3}) = 17'0({1’3}) = U({Q,S}) = 17@({172}) = 077}({1}) = 0,
Vi € {1,2,3}.

(i) Znajdz jadro gry.
(i) Okresl wartosé Shapleya kazdego z graczy.

Zadanie 6.6 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrzmy gre
kooperacyjna pomiedzy czterema graczami {1,2,3,4}. Wartosci poszczegdl-
nych koalicji majg postaé: v({i}) = 1, Vi € {1,2,3,4}, v({1,2}) = v({3,4}) =
0,v({1,3}) = v({1,4}) = v({2,3}) = v({2,4}) = 1, v({i, j, k}) = 1, Vi, j, k €
{1,2,3,4}, i #j # k, v({1,2,3,4}) = 2.

(i) Pokaz, Ze kaZde jadro gry przyjmugje postac (o, a, 1—a, 1—a), o € (0, 1).

(11) Znajdz warto$é Shapleya dla kazdego z graczy.
Zatozmy teraz, ze v({1,3,4}) = 2.

(11i) Pokaz, Ze w takiej sytuacji jadro gry jest jednoelementowe.

(iv) ZnajdZ wartosé Shapleya dla kazdego z graczy dla podanego wariantu
gry.
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