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Lista zadań - Teoria gier

Lista zadań:
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1 Wprowadzenie do gier niekooperacyjnych

Zadanie 1.1 (Porównywanie monet (matching pennies)) Gracz i =
1, 2, uk lada niezależnie na stole monet ↪e, odwracaj ↪ac j ↪a jedn ↪a ze stron do góry
(or lem - O lub reszk ↪a - R), tak by przeciwnik jej nie widzia l. Nast ↪epnie gracze
jednocześnie ods laniaj ↪a swoje monety. Macierz wyp lat zamieszczono poniżej.

R O

R 1,-1 -1,1

O -1,1 1,-1

Znajdź równowagi Nasha gry w strategiach czystych i mieszanych.

Zadanie 1.2 Znajdź równowagi Nasha (w strategiach czystych) gry pomi ↪edzy
graczami: 1 (wybieraj ↪acym jeden z wierszy: U,D), 2 (wybieraj ↪acym jedn ↪a z
kolumn: L,R) oraz 3 (wybieraj ↪acym jedn ↪a z macierzy A,B,C) z wyp latami:

L R

U 0,0,3 0,0,0

D 1,0,0 0,0,0

L R

U 2,2,2 0,0,0

D 0,0,0 2,2,2

L R

U 0,0,0 0,0,0

D 0,1,0 0,0,3

A B C

Zadanie 1.3 (Fudenberg i Tirole (2002)) Każdy z graczy i = 1, 2, 3 może
zag losować na jedn ↪a z trzech alternatywnych decyzji A,B,C. Decyzje po-
dejmowane s ↪a symultanicznie, a żaden z graczy nie może si ↪e wstrzymać od
g losu. Wygrywa ta alternatywa która dostanie najwi ↪eksz ↪a liczb ↪e g losów. Jeżeli
żadna z alternatyw nie wygra, wtedy wybrana zostaje alternatywa A. Wyp laty
graczy s ↪a zależne od wybranej alternatywy: u1(A) = u2(B) = u3(C) = 2,
u1(B) = u2(C) = u3(A) = 1, u1(C) = u2(A) = u3(B) = 0.

(i) Zapisz gr ↪e w postaci strategicznej;

(ii) Znajdź wszystkie równowagi Nasha w strategiach czystych tej gry.

Zadanie 1.4 (Gra w cykora (play chicken)) Dwóch kierowców w roz-
p ↪edzonych samochodach jedzie w swoim kierunku w ↪ask ↪a drog ↪a na czo lowe
zderzenie. Każdy z nich ma trzy strategie: jechać prosto (JP ), w ostatniej
chwili skr ↪ecić w lewo (SL) lub w ostatniej chwili skr ↪ecić w prawo (SP ). Jeśli
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jeden z kierowców skr ↪eci w lewo albo w prawo, podczas gdy drugi pojedzie
prosto, wygrywa ten który pojecha l prosto (drugi jest cykorem). Jeśli obaj
pojad ↪a prosto, gin ↪a tragicznie w wypadku, podobnie jak w sytuacji, gdy jeden
i drugi postanowi ↪a w ostatniej chwili skr ↪ecić w przeciwnych kierunkach (wtedy
także dochodzi do zderzenia czo lowego, np.: (SL, SP ) lub (SP, SL)). Jeśli si ↪e
min ↪a, nikt nie wygrywa. Wyp laty zapisano w macierzy poniżej.

SL JP SP

SL 0,0 -10,10 -100,-100

JP 10,-10 -100,-100 10,-10

SP -100,-100 -10,10 0,0

(i) Znajdź wszystkie równowagi Nasha w strategiach czystych.

(ii) Znajdź wszystkie równowagi Nasha w strategiach mieszanych.

(iii) Jeśli gracze graj ↪a strategie mieszane, jaka jest szansa, że w ścísle mie-
szanej równowadze Nasha kierowcy unikn ↪a wypadku?

Zadanie 1.5 (Varian (1992)) Rozpatrz poniższ ↪a gr ↪e.

L P

G 2,2 -1,-1

D -1,-1 1,1

(i) Znajdź wszystkie równowagi Nasha w strategiach czystych.

(ii) Czy wyst ↪epuj ↪a w tej grze równowagi Pareto-lepsze od innych?

(iii) Za lóżmy, że gracz pierwszy (wybieraj ↪acy strategie G,D) wykonuje ruch
jako pierwszy i zobowi ↪azuje si ↪e do swojej strategii. Czy policzone rów-
nowagi w punkcie (i) dalej s ↪a równowagami Nasha?

Zadanie 1.6 (Fudenberg i Tirole (2002)) Pokaż, że w poniższej grze wy-
st ↪epuje dok ladnie jedna równowaga Nasha (w strategiach czystych albo mie-
szanych).
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L M R

U 1,-2 -2,1 0,0

M -2,1 1,-2 0,0

D 0,0 0,0 1,1

(Podpowiedź: Pokaż, że w grze wyst ↪epuje jedna równowaga Nasha w stra-
tegiach czystych; nast ↪epnie pokaż, że żaden z graczy nigdy jednocześnie nie
przypisze ścísle dodatnich wag do strategii U i M (odpowiednio L i M); wresz-
cie pokaż, że waga przypisana do strategii U (odpowiednio L) jest dodatnia
wtt gdy waga przypisana do strategii M jest dodatnia.)

Zadanie 1.7 (Myerson (1991)) Znajdź równowagi w strategiach czystych
dla poniższej gry z trzema graczami, w której strategie gracza pierwszego s ↪a
określone za pomoc ↪a S1 = {U,D}, drugiego S2 = {L,R}, a trzeciego S3 =
{A,B}

L R

U 0,0,0 6,5,4

D 5,4,6 0,0,0

L R

U 4,6,5 0,0,0

D 0,0,0 0,0,0

A B

Zadanie 1.8 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Gracze podejmu-
j ↪a decyzje w sprawie inwestycji, która przyniesie im $100 zysku, ale musz ↪a
określić jak zostanie on podzielony. Negocjacje wygl ↪adaj ↪a nast ↪epuj ↪aco. Każdy
z graczy jednocześnie zg lasza swoje ż ↪adanie co do wysokości zysku. Jeśli suma
ich ż ↪adań jest wi ↪eksza niż $100, nie dochodzi do porozumienia i zrywaj ↪a ne-
gocjacje nie otrzymuj ↪ac nic w zamian. Jeśli suma ich ż ↪adań jest mniejsza
niż $100, każdy dostaje tyle ile ż ↪ada l, a reszta zostaje przeznaczona na cele
charytatywne.

(i) Podaj silnie zdominowane strategie każdego z graczy.

(ii) Podaj s labo zdominowane strategie każdego z graczy.

(ii) Jakie s ↪a równowagi Nasha w strategiach czystych podanej gry? Czy ist-
niej ↪a równowagi Pareto-optymalne?
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Zadanie 1.9 (Fudenberg i Tirole (2002)) Rozpatrz problem dzielenia tor-
tu pomi ↪edzy dwie osoby. Jeśli wyp laty (cz ↪eści tortu) przypisane graczowi 1 i
2 odpowiednio oznaczymy jako x i y, to wektor (x, y) jest dost ↪epny wtt gdy
x ­ x0, y ­ y0 oraz g(x, y) ¬ 1, gdzie g jest różniczkowaln ↪a funkcj ↪a, rosn ↪ac ↪a
wzgl ↪edem obydwu zmiennych (np. g(x, y) = x + y). Niech g(x0, y0) < 1. Za-
 lóż, że zbiór dost ↪epnych alokacji jest wypuk ly, a (x0, y0) określa status quo.
Nash (1950) zaproponowa l aksjomat, który implikowa l, że ”w laściwym” spo-
sobem podzia lu tortu jest alokacja (x∗, y∗) maksymalizuj ↪aca iloczyn odleg lości
graczy od statusu quo (x − x0)(y − y0), przy ograniczaniu g(x, y) ¬ 1. W
Nash (1953) poszukiwana by la gra, w której alokacja osi ↪agana w równowadze
Nasha reprodukowa lyby alokacj ↪e zadan ↪a przez Nasha aksjomatycznie.

Za lóż, że gracze jednocześnie określaj ↪a swoje propozycje co do podzia lu
tortu. Jeśli (x, y) jest dost ↪epna, każdy z graczy dostaje tyle ile zaproponowa l.
W przeciwnym wypadku każdy z nich dostaje odpowiednio x0 i y0. Pokaż, że
(i) istnieje kontinuum równowag Nasha w strategiach czystych tej gry. Co
wi ↪ecej, (ii) pokaż, że każda efektywna alokacja (x, y) (tj. dla której g(x, y) =
1), jest równowag ↪a Nasha w strategiach czystych. (iii) Czy istnieje równowa-
ga Nasha gry, która jest ”w laściwa” w rozumieniu aksjomatu Nasha? Wskaż
j ↪a.

Zadanie 1.10 (Hotelling (1929)) W miasteczku zbudowanym wzd luż pros-
tej drogi, mieszkańcy zamieszkuj ↪a na jej 1 milowym odcinku (miasto jest
jednostajnie zag ↪eszczone przez nieskończon ↪a mas ↪e mieszkańców na tym od-
cinku). Ceny lodów w mieście s ↪a jednakowe w każdej lodziarni, dlatego każdy z
konsumentów zawsze chodzi do tej, która jest najbliżej jego domu (zak ladamy,
że cena lodów jest na takim poziomie, iż konsument jest gotowy przej́sć ca l ↪a
mil ↪e, żeby je kupić). Jeśli dwie lodziarnie stoj ↪a w jednym miejscu, dziel ↪a si ↪e
sprzedaż ↪a po po lowie.

(i) Rozpatrz przypadek, w którym dwie lodziarnie podejmuj ↪a jednocześnie
decyzj ↪e o swojej lokalizacji. Pokaż, że istnieje dok ladnie jedna równo-
waga Nasha w strategiach czystych, w której obydwie lodziarnie obieraj ↪a
lokalizacj ↪e dok ladnie w środku miasta.

(ii) Pokaż, że jeśli rozpatrzymy tak ↪a sam ↪a gr ↪e z trzema graczami, to nie
istnieje równowaga Nasha gry w strategiach czystych.

Zadanie 1.11 Rozpatrz gr ↪e jak w zadaniu 1.10, ale tym razem za lóż, że dwie
firmy s ↪a ulokowane na dwóch różnych krańcach miasteczka, a ich strategiami
s ↪a ceny po jakich b ↪ed ↪a sprzedawać lody. Koszt produkcji jednostki lodów wy-
nosi dla obydwu firm c. Konsument pragn ↪acy kupić lody w jednej z firm musi
ponieść koszt t za każd ↪a jednostk ↪e odleg lości, która dzieli go od danej firmy.
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Każdy z konsumentów kupuje maksymalnie jednego loda, przy czym zawsze
decyduje si ↪e on na zakup w firmie, w której  l ↪aczny koszt (cena plus koszt
transportu w jedn ↪a stron ↪e) jest najniższy, o ile nie przekroczy on pewnego
poziomu s̄ - w przeciwnym wypadku konsument rezygnuje z zakupu.

(i) Zapisz popyt na dobro sprzedawane przez każd ↪a z firm (dla uproszczenia
za lóż na pocz ↪atku że s̄ = +∞).

(ii) Znajdź równowag ↪e Nasha w strategiach czystych podanej gry.

(iii) Dla jakich kosztów produkcji i transportu obydwie firmy obs luguj ↪a każ-
dego konsumenta w mieście?

Zadanie 1.12 (Inspekcja) Rozpatrz nast ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e pomi ↪edzy pracowni-
kiem i pracodawc ↪a. Pracownik może w pracy zarówno pracować (W ) jak i
bumelować (S). Jeśli pracownik pracuje, ponosi koszt g, zaś produkt jego
pracy jest wart v dla pracodawcy. Pracodawca może zarówno przeprowadzić
inspekcj ↪e w pracy (I), lub jej nie przeprowadzać (NI). W razie przeprowadze-
nia inspekcji pracodawca jednoznacznie jest w stanie określić czy pracownik
bumeluje czy nie, jednak musi ponieść koszt h. Pracodawca musi zap lacić
wynagrodzenie w wysokości w pracownikowi, chyba że ma jednoznaczne do-
wody na to, że pracownik bumelowa l. Jeśli pracownik zostanie przy lapany na
bumelowaniu, otrzymuje 0. Pracownik i pracodawca podejmuj ↪a swoje decyzje
jednocześnie. Niech w > g > h > 0.

(i) Czy w grze wyst ↪epuj ↪a s labo lub ścísle zdominowane strategie?

(ii) Znajdź wszystkie równowagi Nasha w podanej grze.

(iii) Jakie jest prawdopodobieństwo inspekcji w równowadze Nasha?

Zadanie 1.13 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz dwu-
osobow ↪a gr ↪e w nast ↪epuj ↪acej formie.

b1 b1

a1 u,v l,m

a2 w,x y,z

Pokaż, że zawsze istnieje równowaga Nasha w strategiach mieszanych (Pod-
powiedź: zdefiniuj strategi ↪e gracza 1 jako prawdopodobieństwo wybrania stra-
tegii a1, a strategi ↪e gracza 2 jako prawdopodobieństwo obrania strategii b1;
nast ↪epnie przeanalizuj odwzorowania najlepszej odpowiedzi obydwu graczy).
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Zadanie 1.14 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz nas-
t ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e.

LL L M R

U 100,2 -100,1 0,0 -100,-100

D -100,-100 100,-49 1,0 100,2

(i) Jako gracz 2 (wybieraj ↪ac strategie LL, L, M , R), bez możliwości ko-
munikacji z graczem 1 przed gr ↪a, któr ↪a strategi ↪e byś obra l?

(ii) Jakie s ↪a równowagi Nasha (w strategiach czystych i mieszanych) w po-
wyższej grze?

(iii) Czy strategia obrana w podpunkcie (i) należy do strategii obieranych w
jednej z równowag? Czy Twoja strategia należy do strategii zracjonali-
zowanych1.

(iv) Jeśli by umożliwiono komunikacj ↪e mi ↪edzy graczami przed rozpocz ↪eciem
gry, obra lbyś inn ↪a strategi ↪e niż w podpunkcie (i)?

Zadanie 1.15 Armia A ma jeden samolot, który może wys lać, aby zniszczy l
jeden z trzech możliwych celów. Armia B ma dzia lo przeciwlotnicze, które
może obronić jeden wybrany cel przed atakiem. Wartość celu wynosi vi, gdzie
v1 > v2 > v3 > 0. Armia A może zniszczyć cel jeżeli go zaatakuje i nie
b ↪edzie on broniony przez dzia lo armii B. Celem armii A jest maksymalizacja
oczekiwanej straty armii B, a celem armii B jest minimalizacja oczekiwanej
straty. Zapisz problem jako (ścísle konkurencyjn ↪a) gr ↪e w postaci strategicznej
i znajdź jej równowagi w strategiach mieszanych.

Zadanie 1.16 Rozpatrz aukcj ↪e jako gr ↪e symultaniczn ↪a. Mamy {1, . . . , n}
graczy, a i-ty gracz ceni dobro b ↪ed ↪ace przedmiotem aukcji na poziomie vi.
Niech v1 > v2 > . . . > vn > 0. Mechanizm aukcji jest nast ↪epuj ↪acy. Każdy
z graczy symultanicznie zg lasza swoj ↪a (nieujemn ↪a) ofert ↪e w zamkni ↪etej ko-
percie a przedmiot jest przekazywany do gracza, który da najwyższ ↪a ofert ↪e.
Jeżeli kilku graczy da takie same oferty, przedmiot otrzymuje gracz o naj-
niższym numerze i, z tych z równymi ofertami. Aukcja jest aukcj ↪a pierwszej
ceny, tzn. gracz którego oferta zosta la wybrana p laci tyle ile wskaza l w ofer-
cie. Pokaż, że w każdej równowadze Nasha aukcji pierwszej ceny przedmiot
otrzymuje gracz 1.

1Strategiami zracjonalizowanymi nazywamy strategie, które otrzymano w wyniku ite-
racyjnej eliminacji strategii, które nigdy nie s ↪a najlepsz ↪a odpowiedzi ↪a.

7



Zadanie 1.17 W duopolu funkcja popytu rynkowego wzgl ↪edem ceny ma pos-
tać D(p) = A−p, A > 0. Obie firmy maj ↪a sta le, choć różne, koszty krańcowe
produkcji, odpowiednio cx i cy. Wylicz produkcj ↪e każdej firmy i ca lego rynku,
cen ↪e oraz zyski firm jeśli: (i) obie zachowuj ↪a si ↪e zgodnie z modelem Cour-
not, (ii) jedna odgrywa rol ↪e lidera, druga - zachowuje si ↪e zgodnie z modelem
Cournota, (iii) pojawia si ↪e zmowa. Co by by lo gdyby rynek mia l charakter
doskonale konkurencyjny? Jak zmieniaj ↪a si ↪e zyski firm pod wp lywem zmiany
w lasnych kosztów i kosztów rywala?

Zadanie 1.18 Ponownie rozpatrz konkurencj ↪e Cournot pomi ↪edzy I identycz-
nymi podmiotami. Niech popyt na produkowane dobro b ↪edzie opisany za po-
moc ↪a p(Q) = a−bQ. Koszty produkcji każdej z firm i wynosz ↪a ci(qi) = cqi. (i)
Znajdź równowag ↪e Nasha w strategiach czystych. (ii) Sprawdź jak zachowuje
si ↪e równowaga gdy I → +∞. (iii) Co si ↪e dzieje z zyskami firm? Skomentuj.

Zadanie 1.19 (Czarny i Nojszewska (2000)) Na rynku oligopolistycznym
dzia la dziesi ↪eć firm, operuj ↪acych przy zerowych kosztach zmiennych. Popyt
na dobro jest opisany funkcj ↪a D(p) = 600− 0.25p. Oblicz wielkość produkcji
reprezentatywnej firmy w równowadze Cournot.

Zadanie 1.20 Krzyw ↪a reakcji firmy 1 opisuje funkcja q∗1(q2) = 80 − 0.5q2,
a firmy 2: q∗2(q1) = 80 − 0.5q1. Obie firmy operuj ↪a przy sta lych kosztach
zmiennych. O ile wyższa b ↪edzie cena ustalona w równowadze na rynku oligo-
polistycznym, od ceny ustalanej na rynku doskonale konkurencyjnym?

Zadanie 1.21 Rozpatrz model Bertranda pomi ↪edzy dwoma firmami symul-
tanicznie wybieraj ↪acymi cen ↪e pi ∈ [0,∞) na homogeniczny produkt. Koszty
krańcowe s ↪a jednakowe i sta le dla obydwu firm MC1 = MC2 = c > 0. Popyt
na dobro jest zadany ci ↪ag l ↪a, malej ↪ac ↪a funkcj ↪a D : [0, p] → R+ z D(p) = 0.
Ponieważ produkt jest homogeniczny, ca ly popyt zaspokoi firma o niższej ce-
nie. Jeżeli ceny s ↪a równe, popyt D jest dzielony po po lowie dla każdej firmy.
Zapisz funkcje wyp laty obu firm, znajdź równowag ↪e Nasha tej gry i udowod-
nij, że jest ona jedyna.

Zadanie 1.22 (Varian (1992)) Za lóżmy, że na rynku wyst ↪epuj ↪a dwie firmy
ze sta lymi kosztami krańcowymi, oznaczonymi odpowiednio przez c1 i c2.
Niech c1 < c2. Rynek jest gotów zakupić Q > 0 jednostek dobra od pro-
ducenta oferuj ↪acego nisz ↪a cen ↪e. Jeśli ceny producentów s ↪a jednakowe, popyt
jest dzielony mi ↪edzy nich równo po po lowie. Firmy s ↪a w stanie zaspokoić ca le
zapotrzebowanie rynku.

(i) Zapisz postać indywidualnej funkcji popytu każdej z firm (zależnej od
ceny firmy i jej konkurenta).
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(ii) Znajdź równowag ↪e Nasha w strategiach czystych tej gry, jeśli firmy pro-
dukuj ↪ace homogeniczny produkt i konkuruj ↪a ze sob ↪a cenowo (przestrzeń
strategii graczy to zbiór liczb rzeczywistych nieujemnych, R+).

(iii) Jak kszta ltowa lyby si ↪e ceny i ilości dóbr na rynku, gdyby firmy zacho-
wywa ly si ↪e doskonale konkurencyjnie?

Zadanie 1.23 (Varian (1992)) Niech popyt na rynku dobra x b ↪edzie li-
niowy, a koszty krańcowe dwóch operuj ↪acych na nim firm jednakowe i stale
równe c. Pokaż, że w konkurencji Cournot ceny s ↪a zawsze wyższe, a ilości
dóbr mniejsze, niż w przypadku konkurencji Bertranda.

Zadanie 1.24 Niech koszty krańcowe dwóch firm operuj ↪acych na rynku b ↪ed ↪a
określone przez c1 i c2. Niech c1 < c2. Pokaż, że w przypadku zawi ↪azania
kartelu q1 > q2. Dla uproszczenia przyjmij za lożenie o liniowości popytu.

Zadanie 1.25 (Varian (1992)) Rozpatrz rynek, na którym operuj ↪a dwie
firmy z zerowymi kosztami krańcowymi. Popyt jest zadany za pomoc ↪a funkcji
p(Q) = 100−Q, gdzie Q = q1+q2, q1, q2 s ↪a poziomami produkcji odpowiednio
pierwszej i drugiej firmy.

(i) Znajdź równowag ↪e doskonale konkurencyjn ↪a na tym rynku. Ile wynosi
wówczas  l ↪aczna podaż Q?

(ii) Jeśli firmy konkuruj ↪a ze sob ↪a pod wzgl ↪edem ilości produkcji, jaki b ↪edzie
poziom Q w równowadze? Jaka b ↪edzie cena?

Zadanie 1.26 W poniższym zadaniu rozpatrzysz model Bertranda ze zróżni-
cowanym produktem. Za lóżmy wyst ↪epowanie na rynku dwóch firm, z których
każda produkuje troch ↪e inny produkt. Popyt na dobro firmy i = 1, 2 b ↪edzie
określony przez Di(p1, p2) = αi−βi(pi− p−i). Koszty krańcowe s ↪a sta le i wy-
nosz ↪a odpowiednio c1 i c2. Jeśli firmy konkuruj ↪a ze sob ↪a cenowo, jaki b ↪edzie
poziom produkcji i ceny w równowadze? Czy firmy b ↪ed ↪a sk lonne do określania
ceny na poziomie kosztu krańcowego? Uzasadnij i zinterpretuj ekonomicznie.

Zadanie 1.27 (Varian (1992)) Rozpatrzmy gospodark ↪e z lożon ↪a z dwóch o-
sób, czerpi ↪acych użyteczność z konsumpcji dobra prywatnego (xi, i = 1, 2)
oraz publicznego (G). Każdy z nich ma jednakowe preferencje u(xi, G) =
Gαx1−α

i , i = 1, 2, ale różne zasoby pocz ↪atkowe (odpowiednio w1 i w2). War-
tość dobra publicznego G jest proporcjonalna do sk ladek konsumentów (G =
g1 + g2, gdzie gi określa sk ladk ↪e i-tego konsumenta).

(i) Znajdź równowag ↪e Nasha w strategiach czystych w podanej grze.
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(ii) Znajdź optymalne alokacje, maksymalizuj ↪ace sum ↪e użyteczności obydwu
graczy.

(iii) Pokaż wielkość efektu gapowicza u każdego z graczy.

(iv) Jak duża musi by różnica pomi ↪edzy dochodami obydwu graczy, aby w
równowadze g2 = 0, tj. ca le dobro publiczne by lo finansowane przez
pierwszego gracza?

Zadanie 1.28 (Czarny i Nojszewska (2000)) W gospodarce jest produ-
kowane jedno dobro publiczne (G) i jedno dobro prywatne (x). Krzyw ↪a moż-
liwości produkcyjnych można zapisać za pomoc ↪a Y = {(x,G) : x2 + 100G =
5000}. W gospodarce żyje 100 osób, o jednakowych preferencjach opisanych

przez ui(xi, G) = x
1
2
i G

1
2 , i = 1, . . . , 100, gdzie xi określa konsumpcj ↪e dobra

prywatnego i-tej osoby (przyjmij xi = x
100).

(i) Ile wynosi optymalny poziom produkcji każdego z dóbr?

(ii) Jaki jest poziom użyteczności jednostki w alokacji Pareto-optymalnej?

Zadanie 1.29 Rozpatrz nast ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e jako rozwi ↪azanie problemu finanso-
wania dyskretnego dobra publicznego. Każdy z dwóch podmiotów określa swój
udzia l bi, i = 1, 2, w finansowaniu dobra publicznego. Jeśli b1 + b2 ­ c, dobro
publiczne zostaje sfinansowane, a każdy z agentów musi zap lacić określon ↪a
wcześniej kwot ↪e. W przeciwnym wypadku, żaden z nich nic nie p laci. Jeśli wi
określa pocz ↪atkowy maj ↪atek każdego z podmiotów, to ich użyteczność możemy
zapisać jako

ui(wi, bi, ci) =

 wi − bi + c gdy b1 + b2 ­ c,

wi w.p.p.

(i) Pokaż, że w równowadze b1 + b2 = c albo b1 = b2 = 0. Czy w tej grze
wyst ↪epuj ↪a s labo zdominowane strategie? Wskaż je.

(ii) Określ wszystkie równowagi Nasha w strategiach czystych tej gry.

(iii) Określ rozwi ↪azania Pareto-optymalne tej gry. Czy należ ↪a one do zbioru
równowag?

(iv) Czy istniej ↪a równowagi, w których dobro nie jest finansowane?
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Zadanie 1.30 Rozpatrz gr ↪e jak w zadaniu 1.29, lecz tym razem funkcja uży-
teczności podmiotów ma postać

ui(wi, bi, ci) =

 log (wi − bi + c) gdy b1 + b2 ­ c,

logwi w.p.p.

(i) Określ wszystkie równowagi Nasha tej gry.

(ii) Określ rozwi ↪azania Pareto-optymalne tej gry. Czy należ ↪a one do zbioru
równowag?

(iii) Porównaj wyniki z tymi uzyskanymi w zadaniu 1.29. Ile tym razem
istnieje optymalnych rozwi ↪azań? Jeśli w1 < w2, który z graczy b ↪edzie
musia l zap lacić wyższ ↪a sk ladk ↪e?

(iv) Czy istniej ↪a równowagi, w których dobro nie jest finansowane?

Zadanie 1.31 (Varian (1992)) Pewne nieodkryte plemi ↪e Grads zamiesz-
kuj ↪ace serce amazońskiej puszczy, charakteryzuje si ↪e tym, że jego cz lonkowie
konsumuj ↪a wy l ↪acznie orzechy kokosowe. Kokosy s luż ↪a im do dwóch celów.
Mog ↪a je jeść, albo poświ ↪ecać w ofierze bogom, podczas rytualnych obrz ↪edów.

Za lóżmy, że każdy i-ty, i = 1, . . . , n, cz lonek plemienia Grad ma pocz ↪at-
kowy zasób kokosów równy wi > 0. Niech xi ­ 0 określa ilość kokosów konsu-
mowanych, a gi ­ 0 ilość kokosów poświ ↪ecanych w ofierze przez i-tego cz lonka
plemienia. Ca lkowita ilość kokosów przeznaczanych na ofiar ↪e wynosi tym sa-
mym G =

∑n
i=1 gi. Użyteczność każdego z Gradów jest opisana za pomoc ↪a

ui(xi, G) = xi + ai logG,

gdzie ai > 0. Niech G−i =
∑
j 6=i gj, st ↪ad możemy zapisać G = gi + G−i =

gi +
∑
j 6=i gj.

(i) Zapisz problem optymalizacyjny i-tego cz lonka plamienia. Zapisz odpo-
wiadaj ↪ac ↪a mu funkcj ↪e Lagrange’a.

(ii) Znajdź odwzorowanie najlepszej odpowiedzi każdego z cz lonków plemie-
nia.

(iii) Niech (∀i)ai = a. Znajdź symetryczn ↪a równowag ↪e Nasha w strategiach
czystych przedstawionej gry.

(iv) Czy w tej grze b ↪edzie wyst ↪epowa l efekt gapowicza? Kto b ↪edzie na niego
najbardziej narażony?
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(v) Znajdź optymaln ↪a alokacj ↪e kokosów w plamieniu Gradów.

Zadanie 1.32 (Czarny i Nojszewska (2000)) Fabryka celulozy produku-
je przy kosztach krańcowych MCF (q) = 2q. Koszty zewn ↪etrzne dla otoczenia
opisane s ↪a za pomoc ↪a funkcji MCS(q) = q. Popyt na produkt firmy przyjmuje
postać D(q) = 280− 2q.

(i) Za lóżmy, że firma zachowuje si ↪e doskonale konkurencyjnie. Podaj cen ↪e
i wielkość produkcji, w przypadku gdy firma nie uwzgl ↪ednia kosztów ze-
wn ↪etrznych.

(ii) Jak zmieni si ↪e poziom produkcji i cena, jeśli firma b ↪edzie uwzgl ↪ednia la
efekty zewn ↪etrzne?

(iii) Jaki podatek w ladze lokalne powinny na lożyć na fabryk ↪e, aby jej poziom
produkcji by l taki, jak gdyby uwzgl ↪ednia la ona efekty zewn ↪etrzne?

Zadanie 1.33 (Varian (1992)) Za lóżmy, że w gospodarce istnieje dwóch
kierowców, którzy zastanawiaj ↪a si ↪e jak szybko jeździć samochodem. Kierowca
i wybiera pr ↪edkość xi, dzi ↪eki której czerpie użyteczność równ ↪a ui(xi), i = 1, 2.
Niech ui b ↪edzie funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a, wkl ↪es l ↪a i różniczkowaln ↪a. Im szybciej jeżdż ↪a
kierowcy, tym wi ↪eksze prawdopodobieństwo, że dojdzie do wypadku mi ↪edzy
nimi. Niech p(x1, x2) b ↪edzie prawdopodobieństwem ich zderzenia. Niech p b ↪e-
dzie rosn ↪ace wzgl ↪edem obydwu argumentów i różniczkowalna. ci określa koszty
jakie b ↪edzie musia l ponieść każdy z graczy, jeśli dojdzie do wypadku. Niech
użyteczność każdego kierowcy b ↪edzie liniowa wzgl ↪edem pieni ↪edzy, które po-
siada.

(i) Pokaż, że każdy z kierowców ma pokus ↪e jeżdżenia szybciej niż wynika-
 loby to ze spo lecznego optimum.

(ii) Jeśli kierowca i b ↪edzie musia l zap lacić mandat ti w razie wypadku, jak
wysokie musia loby być ti aby zinternalizować efekt zewn ↪etrzny szybkiej
jazdy?

(iii) Jeśli wprowadzone zosta ly optymalne mandaty (jednakowe dla wszyst-
kich kierowców), jak wysokie b ↪ed ↪a opaty ponoszone przez kierowców w
razie wypadku? Czy dzi ↪eki mandatom kierowcy b ↪ed ↪a jeździli ze spo lecz-
nie optymalnymi pr ↪edkościami?

(iv) Za lóżmy, że kierowca i otrzymuje użyteczność ui tylko jeśli nie dojdzie
do wypadku. Jak zmienia si ↪e wówczas pr ↪edkość równowagi? Jak ↪a wyso-
kość b ↪ed ↪a mia ly w tym przypadku optymalne mandaty? Czy pr ↪edkości
obierane w równowadze Nasha przez kierowców b ↪ed ↪a Pareto lepsze niż
w grze z podpunktu (i)?
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Zadanie 1.34 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Grupa studen-
tów pierwszego roku jest wyj ↪atkowo pracowita. Rozpatrz zachowanie studen-
tów w typowej, n-osobowej grupie. Student i, i = 1, . . . , n, poświ ↪eca hi go-
dzin na nauk ↪e. Wysi lek powoduje spadek jego użyteczności wed lug formu ly
c(hi) = 1

2h
2
i . Satysfakcja studenta jest uzależniona od jego relatywnej pozycji

w klasie, tj. u(hi/h̄) = log(hi/h̄), gdzie h̄ = 1
n

∑n
i=1 hi określa średni czas

poświ ↪econy na nauk ↪e w grupie.

(i) Scharakteryzuj symetryczne równowagi Nasha w tej grze.

(ii) Znajdź Pareto-optymalny poziom czasu pracy każdego ze studentów. Po-
równaj z wynikiem otrzymanym z punkcie (i).

Zadanie 1.35 (Gibbons (1992)) Za lóżmy, że wyst ↪epuje I farmerów, z któ-
rych każdy ma prawo do wypasania krów na wspólnym pastwisku. Ilość mleka
produkowanego przez pojedyncz ↪a krow ↪e zależy od ca lkowitej liczby krów wy-
pasaj ↪acych si ↪e na pastwisku. Dochód dla farmera i posiadaj ↪acego ni krów wy-
nosi niv(N), dla N < N̄ , oraz v(N) ≡ 0 dla N > N̄ , gdzie v(0) > 0, v′(·) <
0, v′′(·) ¬ 0. Krowy s ↪a doskonale podzielne, a koszt jednostki krowy wynosi c.
Niech v(0) > c.

Farmerzy jednocześnie decyduj ↪a ile krów kupić, a wszystkie zakupione
krowy pas ↪a si ↪e na jednym pastwisku.

(i) Zapisz gr ↪e w postaci strategicznej.

(ii) Znajdź równowag ↪e Nasha gry w strategiach czystych i porównaj gene-
rowan ↪a przez nie alokacj ↪e z alokacj ↪a spo lecznie optymaln ↪a.

(iii) Przedyskutuj zwi ↪azek tej gry z modelem konkurencji Cournot.

[Gra zosta la zainspirowana dyskusj ↪a zaprezentowan ↪a przez Hume’a w jego
pracy z 1739 roku.]

Zadanie 1.36 (Fudenberg i Tirole (2002)) W aukcji dwóch graczy jed-
nocześnie podejmuje decyzj ↪e o swoich ofertach. Każda oferta musi być nie-
ujemn ↪a wielokrotności ↪a jednego centa. Gracz z najwi ↪eksz ↪a ofert ↪a wygrywa
jednego dolara. Jeśli oferty s ↪a jednakowe, żaden z graczy nie wygrywa. Każdy
z graczy musi zap lacić sum ↪e zaproponowan ↪a w ofercie, niezależnie od tego czy
wygra, czy nie (przegrany też p laci). Użyteczność każdego z graczy jest równa
jego maj ↪atkowi netto (gracze s ↪a neutralni wobec ryzyka).

Zaproponuj symetryczn ↪a równowag ↪e Nasha w strategiach mieszanych, w
której każda oferta poniżej $1 ma przypisane ścísle dodatnie prawdopodobień-
stwo.

13



Zadanie 1.37 (Varian (1992)) W poniższej grze znajdź równowagi w stra-
tegiach zdominowanych.

L S P

G 3,3 0,3 0,0

S 3,0 2,2 0,2

D 0,0 2,0 1,1

Nast ↪epnie znajdź wszystkie równowagi Nasha gry w strategiach czystych. Co
możesz powiedzieć o równowagach w strategiach zdominowanych i równowa-
gach Nasha?

Zadanie 1.38 (Fudenberg i Tirole (2002)) Udowodnij, że jeśli po itera-
cyjnym eliminowaniu strategii ścísle zdominowanych pozostaje dok ladnie je-
den profil strategii, to musi on być równowag ↪a Nasha.

Zadanie 1.39 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Pokaż, że ko-
lejność nie ma wp lywu na postać zbioru strategii, które przetrwa ly proces ite-
racyjnej eliminacji strategii ścísle zdominowanych.

Zadanie 1.40 (Fudenberg i Tirole (2002)) Udowodnij, że (i) jeśli gracz
ma dwie s labo dominuj ↪ace strategie, to dla każdej strategii obranej przez dru-
giego gracza, musz ↪a one dawać tak ↪a sam ↪a wyp lat ↪e. (ii) Podaj przyk lad gry
dwuosobowej, w której gracz pierwszy ma dwie s labo dominuj ↪ace strategie, ale
gracz drugi preferowa lby, żeby gracz pierwszy obiera l tylko jedn ↪a z nich.

Zadanie 1.41 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Pokaż, że każ-
da ścísle dominuj ↪aca strategia w grze {I, {∆(Si)}, {ui(·)}} jest strategi ↪a czy-
st ↪a.

Zadanie 1.42 (Varian (1992)) Rozpatrz poniższ ↪a gr ↪e.

L P

G a,b c,d

D e,f g,h

(i) Jeśli (G,L) jest równowag ↪a w strategiach dominuj ↪acych, jakie warunki
musz ↪a spe lniać a, . . . , h?
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(ii) Jeśli (G,L) jest równowag ↪a Nasha, które z warunków zapisanych z
punkcie (i) musz ↪a być spe lnione?

(iii) Jeśli (G,L) jest równowag ↪a w strategiach dominuj ↪acych, to czy musi
ona być równowag ↪a Nasha?

Zadanie 1.43 (Varian (1992)) Rozpatrz nast ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e.

L S P

G 1,0 1,2 2,-1

S 1,1 1,0 0,-1

D -3,-3 -3,-3 -3,-3

(i) Wskaż strategie obu graczy, które s ↪a ścísle zdominowane.

(ii) Wskaż strategie obu graczy, które s ↪a s labo zdominowane.

(iii) Spróbuj znaleźć równowagi w strategiach dominuj ↪acych, a nast ↪epnie
wszystkie równowagi Nasha. Co możesz powiedzieć o tych dwóch ty-
pach równowag? Która jest poj ↪eciem s labszym, a która mocniejszym (w
sensie inkluzji)?

Zadanie 1.44 Pokaż, że w poniższej grze żadna z równowag Nasha w stra-
tegiach czystych nie jest globalnie stabilna.

L S P

G 0,0 4,5 5,4

S 5,4 0,0 4,5

D 4,5 5,4 0,0

Zadanie 1.45 Rozpatrz nast ↪epuj ↪acy przypadek gry Cournot pomi ↪edzy dwoma
graczami. Popyt rynkowy wynosi p(Q) = max{0; 1 − Q}, a koszty produkcji
każdej z firm wynosz ↪a ci(qi) = cqi, 0 < c < 1.

(i) Pokaż, że istnieje dok ladnie jedna równowaga Nasha w strategiach czys-
tych.

(ii) Pokaż, że równowaga określona w punkcie (i) jest globalnie stabilna.
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(iii) Pokaż, że proces iteracyjnej eliminacji strategii ścísle zdominowanych
prowadzi do równowagi określonej w punkcie (i) [Podpowiedź: pos luż si ↪e
rysunkiem].

(iv) Udowodnij bezpośrednio (tj. bez wykorzystywania twierdzenia Pearce’a
(1984)), że równowaga określona w punkcie (i) jest zbiorem strategii
zracjonalizowanych.

Zadanie 1.46 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz mo-
del Cournot, w którym dwie firmy, 1 i 2, jednocześnie determinuj ↪a poziomy
produkcji, które b ↪ed ↪a sprzedawa ly na rynku, odpowiednio q1 i q2. Popyt ryn-
kowy wynosi p(Q) = a − bQ, gdzie Q = q1 + q2. Sta ly jednostkowy koszt
produkcji wynosi c.

(i) Udowodnij, że iteracyjna metoda eliminacji strategii ścísle zdominowa-
nych prowadzi do jedynego rozwi ↪azania powyższej gry.

(ii) Czy to samo mia loby miejsce, gdyby na rynku dzia la lo trzech graczy?

Zadanie 1.47 W grze Cournot z trzema równowagami Nasha i funkcjami
najlepszej odpowiedzi przedstawionymi na rysunku poniżej, określ zbiór stra-
tegii powsta ly w wyniku iteracyjnej eliminacji strategii ścísle zdominowanych.

Zadanie 1.48 (Fudenberg i Tirole (2002)) Gospodarka doskonale kon-
kurencyjna może być opisana za pomoc ↪a gry z kontinuum graczy. Koncep-
cje iteracyjnej dominacji, racjonalizowalności i równowagi Nasha, z niewiel-
kimi modyfikacjami, mog ↪a być zastosowane do tego typu problemów. Rozpatrz
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nast ↪epuj ↪acy problem ”rynku zboża”: wyst ↪epuje kontinuum farmerów indek-
sowanych parametrem i o rozk ladzie g ↪estości f(i) na przedziale [i, ī], gdzie
i > 0. Każdy farmer określa swoj ↪a podaż zboża q(i) zanim nast ↪api otwar-

cie rynku. Funkcja kosztu farmera i wynosi c(q, i) = q2

2i . Użyteczność far-
mera jest jednoznaczna z uzyskiwanym przez niego zyskiem i przyjmuje po-

stać ui = pq(i)− q(i)2

2i , gdzie p określa cen ↪e zboża na rynku. Niech O(p) określa
zagregowan ↪a podaż farmerów, którzy doskonale przewiduj ↪a cen ↪e p:

O(p) =
(∫ ī

i
if(i)di

)
p ≡ kp.

Popyt rynkowy przyjmuje postać D(p) = a− bp dla 0 < p < a
b

oraz 0 w prze-
ciwnym wypadku. W grze farmerzy podejmuj ↪a decyzje jednocześnie odnośnie
podaży zboża, a nast ↪epnie ustalana jest cena czyszcz ↪aca rynek:∫ ī

i
q(i)f(i)di = D(p).

Równowag ↪a doskonale konkurencyjn ↪a (równowag ↪a Nasha) b ↪edziemy nazywać
cen ↪e p

∗, dla której O(p∗) = D(p∗) (precyzyjniej, równowag ↪a b ↪edzie taki profil
strategii q∗(·), dla którego q∗(i) = ip∗). Zauważ, że p∗ = a

b+k .
Zastosuj w tej grze iteracyjn ↪a metod ↪e eliminacji strategii ścísle zdomino-

wanych.

(i) Pokaż, że dla b > k powysz ↪a gr ↪e można rozwi ↪azać poprzez elimina-
cj ↪e strategii ścísle zdominowanych, prowadz ↪ac ↪a do równowagi doskonale
konkurencyjnej.

(ii) Pokaż, że ta równowaga jest globalnie stabilna. Narysuj proces docho-
dzenia do równowagi (tatônnement), w którym gra jest powtarzana wie-
lokrotnie, a farmerzy określaj ↪a swoje oczekiwania co do przysz lej ceny
na poziomie ceny określonej w poprzedzaj ↪acej rozgrywce.

Zadanie 1.49 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Na rynku wy-
st ↪epuje I firm, z których każda pragnie przekonać parlament o przyznanie jej
subsydiów. Niech hi b ↪edzie określa lo czas poświ ↪econy przez firm ↪e i na lobbing,
zaś ci(hi) = wih

2
i jego koszt, gdzie wi jest ścísle dodatni ↪a sta l ↪a. Jeśli profil

czasu poświ ↪econego na lobbing przez wszystkie firmy ma postać (h1, . . . , hI),
parlament określa subsydia dla każdej z firm na poziomie α

∑
i hi + β

∏
i hi,

gdzie α i β s ↪a sta le.
Rozpatrz gr ↪e, w której firmy jednocześnie i niezależnie od siebie określaj ↪a

cza poświ ↪ecany na lobbing. Pokaż, że każda z firm ma dominuj ↪ac ↪a strategi ↪e
wtt gdy beta = 0. Jaka jest ścísle dominuj ↪aca strategia każdego z graczy w
takim wypadku?
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Zadanie 1.50 (Fudenberg i Tirole (2002)) W grze gracz 1 wybiera rz ↪edy
{U,D}, gracz 2 kolumny {L,R}, za gracz 3 macierze {A,B,C,D}. W poniż-
szych macierzach zapisano wy l ↪acznie wyp laty gracza 3.

L R

U 9 0

D 0 0

L R

U 0 9

D 9 0

A B

L R

U 0 0

D 0 9

L R

U 6 0

D 0 6

C D

Pokaż, że strategia D nie jest dla gracza 3 najlepsz ↪a odpowiedzi ↪a na żadn ↪a z
mieszanych strategii pozosta lych graczy. Nast ↪epnie pokaż, że strategia D nie
jest strategi ↪a zdominowan ↪a. Skomentuj.

Zadanie 1.51 Rozpatrz nast ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e. Gracz 1 określa strategie {U,D},
zaś gracz drugi {L,R}. Wyp laty zapisano poniżej.

L R

U 5,1 0,0

D 4,4 1,5

(i) Znajdź wszystkie równowagi Nasha zaprezentowanej gry.

Rozpatrz ponownie powyższ ↪a gr ↪e, ale za lóż tym razem, że każdy z graczy
obserwuje urz ↪adzenie wysy laj ↪ace do każdego z nich sygna ly A, B oraz C, z
których każdy wyst ↪epuje z równym prawdopodobieństwem. Jeśli wyst ↪api stan
A, gracz pierwszy jest o tym doskonale informowany, jednak jeśli wyst ↪api stan
B lub C, gracz pierwszy nie wie który z nich wyst ↪api l (wie tylko, że jeden z
tych stanów rzeczywíscie wyst ↪api l). Gracz 2 jest doskonale poinformowany
gdy wyst ↪api l stan C, jednak nie jest w stanie odróżnić stanów A i B.

Schemat gry jest nast ↪epuj ↪acy. Gracze wpierw obserwuj ↪a sygna l, a nast ↪ep-
nie określaj ↪a swoje strategie.

(ii) Znajdź wszystkie równowagi skorelowane zaprezentowanej gry.
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(iii) Jakie s ↪a wyp laty graczy w równowadze? Czy gracze byliby bardziej sk lon-
ni do prowadzenia gry jak w punkcie (i) czy (ii)?

Zadanie 1.52 Rozpatrz nast ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e. Gracz 1 określa strategie {U,D},
gracz drugi {L,R}, zaś gracz 3 wybiera macierze {A,B,C}. Wyp laty zapi-
sano poniżej.

L R

U 0,1,3 0,0,0

D 1,1,1 1,0,0

L R

U 2,2,2 0,0,0

D 2,2,0 2,2,2

L R

U 0,1,0 0,0,0

D 1,1,0 1,0,3

A B C

(i) Znajdź wszystkie równowagi Nasha zaprezentowanej gry.

Rozpatrz ponownie powyższ ↪a gr ↪e, ale za lóż tym razem, że każdy z graczy
obserwuje rzut monet ↪a, w którym wypada orze l (H) lub reszka (T ), na podsta-
wie którego określa swoj ↪a strategi ↪e. Gracze 1 i 2 doskonale obserwuj ↪a każdy z
sygna lów, podczas gdy gracz 3 nie otrzymuje żadnej informacji (wie jedynie,
że dokonuje si ↪e rzutu monet ↪a).

Schemat gry jest nast ↪epuj ↪acy. Gracze wpierw obserwuj ↪a sygna l, a nast ↪ep-
nie określaj ↪a swoje strategie.

(ii) Znajdź wszystkie równowagi skorelowane zaprezentowanej gry.

(iii) Jakie s ↪a wyp laty graczy w równowadze? Czy gracze byliby bardziej sk lon-
ni do prowadzenia gry jak w punkcie (i) czy (ii)?

Zadanie 1.53 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz nas-
t ↪epuj ↪ac ↪a aukcj ↪e (zwan ↪a aukcj ↪a drugiej ceny lub aukcj ↪a Vickrey’a). Przedmiot
jest licytowany przez I graczy. Waluacja przedmiotu dla gracza i wynosi vi.
Wszyscy gracze jednocześnie sk ladaj ↪a oferty w zapiecz ↪etowanych kopertach.
Po otwarciu ofert, przedmiot otrzymuje gracz, który da l najwyższ ↪a ofert ↪e,
jednak musi on zap lacić za przedmiot wartość określon ↪a przez drug ↪a najwi ↪ek-
sz ↪a ofert ↪e. Jeśli wi ↪ecej niż jeden gracz z loży tak ↪a sam ↪a ofert ↪e, każdy z nich
ma tak ↪a sam ↪a szans ↪e otrzymania przedmiotu. Pokaż, że oferta w wysokości
vi jest s labo dominuj ↪ac ↪a strategi ↪a gracza i. Pokaż również, że jest to jedyna
s labo dominuj ↪aca strategia gracza i.

Zadanie 1.54 Rozpatrz poniższ ↪a gr ↪e.
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L R

U 1,1 2,0

D 0,2 2,2

Znajdź równowag ↪e Nasha powyższej gry w strategiach czystych. Czy wszystkie
z określonych równowag s ↪a również równowagami drż ↪acej r ↪eki?

Zadanie 1.55 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz nas-
t ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e pomi ↪edzy trzema graczami, w której zbiory strategii graczy 1, 2, 3
to odpowiednio S1 = {U,D}, S2 = {L,R}, S3 = {B1, B2}.

L R

U 1,1,1 1,0,1

D 1,1,1 0,0,1

L R

U 1,1,0 0,0,0

D 0,1,0 1,0,0

B1 B2

Znajdź wszystkie równowagi Nasha w strategiach czystych powyższej gry. Po-
każ, że profil (D,L,B1) nie jest równowag ↪a drż ↪acej r ↪eki, pomimo że żadna z
tych strategii nie jest s labo zdominowana.

Zadanie 1.56 Pokaż, że każda skończona gra w postaci strategicznej posiada
równowag ↪e drż ↪acej r ↪eki.
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2 Gry ekstensywne

Zadanie 2.1 Zapisz gry z zadań 1.1-1.5 w postaci ekstensywnej.

Zadanie 2.2 (Gra w stonog
↪
e (centipede game)) W skończonej grze z

pe ln ↪a informacj ↪a dwóch graczy rozpoczyna gr ↪e maj ↪ac przed sob ↪a $1. Nast ↪epnie
na przemian decyduj ↪a, czy chc ↪a kontynuować gr ↪e (c), czy j ↪a zakończyć (s).
Jeśli gracz zdecyduje si ↪e kontynuować gr ↪e (c), s ↪edzia zabiera mu $1 i dok lada
$2 przeciwnikowi. Jeśli gracz zakończy gr ↪e (powie stop - s), gracze otrzymuj ↪a
wyp laty, które zgromadzi ly si ↪e dotychczas na ich kontach. Jeśli żaden z graczy
nie powie stop, gra kończy si ↪e gdy b ↪ed ↪a mieli po $100 każdy.

Znajdź równowag ↪e Nasha doskona l ↪a ze wzgl ↪edu na podgry. Czy istniej ↪a profile
strategii daj ↪ace Pareto-lepsze wyp laty?

Zadanie 2.3 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz gr ↪e po-
mi ↪edzy graczami i = 1, 2, z pośród których każdy może obierać strategie ai
ze skończonego zbioru Mi, zawieraj ↪acego mi elementów. Wyp laty każdego z
graczy s ↪a uzależnione od obranej pary strategii (a1, a2), φi(a1, a2).

(i) Za lóż, że gracze podejmuj ↪a decyzje jednocześnie. Ile wówczas każdy z
nich ma strategii?

(ii) Za lóż, że gracz 1 podejmuje decyzj ↪e pierwszy, nast ↪epnie gracz 2 obser-
wuje decyzj ↪e gracza 1 i podejmuje w lasn ↪a decyzj ↪e. Ile wówczas każdy z
graczy ma możliwych strategii?

(iii) Niech w grze jak w podpunkcie (iii) b ↪edzie wiele SPNE. Pokaż, że w
takiej sytuacji istniej ↪a co najmniej dwie takie pary strategii (a1, a2) oraz
(a′1, a

′
2) (gdzie a1 6= a′1 oraz a2 6= a′2), dla których zachodzi

φ1(a1, a2) = φ1(a′1, a
′
2) (1)

lub
φ2(a1, a2) = φ2(a′1, a

′
2) (2)
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(iv) Za lóż, że dla dowolnych dwóch par strategii (a1, a2), (a′1, a
′
2) (gdzie a1 6=

a′1 oraz a2 6= a′2), warunek (2) nie jest spe lniony (tj. gracz 2 nigdy nie
jest oboj ↪etny wobec dwóch różnych profili strategii). Za lóż dodatkowo, że
istnieje równowaga Nasha gry w strategiach czystych z podpunktu (i), w
której gracz 1 otrzymuje wyp lat ↪e π1. Pokaż, że w dowolnym SPNE gry
z podpunktu (ii), gracz 1 otrzymuje co najmniej π1. Czy ta konkluzja
musi być prawdziwa dla dowolnego SPNE w grze z podpunktu (iii)?

(v) Skonstruuj przyk lad ukazuj ↪acy, że konkluzja z podpunktu (iv) nie jest
spe lniona zarówno gdy warunek (2) jest spe lniony dla niektórych (a1, a2),
(a′1, a

′
2) (a1 6= a′1 oraz a2 6= a′2) lub gdy zamienimy cz ↪eść twierdzenia

równowaga Nasha gry w strategiach czystych na równowaga Nasha
gry w strategiach mieszanych.

Zadanie 2.4 (Fudenberg i Tirole (2002)) Rozpatrz rynek oligopolistycz-
ny ze strategicznie determinowanymi inwestycjami. Na rynku wyst ↪epuj ↪a dwie
firmy, z których każda ma sta le koszty jednostkowe równe 2. Firma 1 może
uruchomić now ↪a technologi ↪e, która umożliwi jej produkcj ↪e po sta lych kosz-
tach jednostkowych równych 0; koszty samej instalacji wynosz ↪a f . Firma 2
obserwuje decyzj ↪e firmy 1. W momencie, gdy firma 1 podj ↪e la swoj ↪a decyzj ↪e,
obydwie firmy określaj ↪a poziomy swojej produkcji, odpowiednio q1 i q2, na
zasadach konkurencji Cournot. Gra jest tym samym dwuokresowa.

Za lóżmy, że popyt rynkowy przyjmuje postać p(Q) = 14 − Q, a celem
każdej firmy jest maksymalizacja zysku.

(i) Zapisz funkcj ↪e zysku firmy 1 oddzielnie dla przypadku gdy podejmuje
ona inwestycje i gdy ich nie podejmuje.

(ii) Znajdź równowag ↪e Cournot-Nasha dla drugiego etapu gry, oddzielnie
dla przypadku gdy firma 1 podj ↪e la inwestycje i ich nie podj ↪e la. Podaj
zyski obydwu firm dla każdego z przypadków.

(iii) Znajdź równowag ↪e Nasha doskona l ↪a ze wzgl ↪edu na podgry dla opisanej
gry. Jak zależy ona od kosztów instalacji nowej technologii f? Kiedy
firma 1 podejmie inwestycj ↪e w równowadze Nasha doskona lej ze wzgl ↪edu
na podgry?

Zadanie 2.5 Ponownie rozpatrz zadanie 1.23. Jeśli firma 1 b ↪edzie zachowy-
wa si ↪e jak lider (jako pierwsza b ↪edzie podejmowa la decyzj ↪e dotycz ↪ac ↪a produk-
cji), a 2 jako naśladowca (b ↪edzie podejmowa la decyzj ↪e jako druga), jaka b ↪edzie
ilość dobra produkowana w równowadze Stackelberga? Na jakim poziomie zo-
stanie ustalona cena?
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Zadanie 2.6 Na oligopolistycznym rynku dobra x dzia la 7 firm. Pierwsza z
nich, o kosztach TC1(q1) = 1

3q
3
1+2q1+5, zdominowa la rynek i przyj ↪e la pozycj ↪e

lidera. Koszty pozosta lych firm maj ↪a postać: TCi(qi) = 1
2q

2
i +20, i = 2, . . . , 7.

Funkcja popytu na dobro x ma postać: Q(p) = 800 − 4p. Oblicz wielkość
produkcji każdej z firm i, cen ↪e na rynku w równowadze Nasha doskona lej ze
wzgl ↪edu na podgry przy za lożeniu, że firmy konkuruj ↪a wielkości ↪a produkcji.

Zadanie 2.7 Różnica pomi ↪edzy równowagami w konkurencji Stackelberga i
konkurencji Cournot wynika przede wszystkim z faktu, że w konkurencji Stac-
kelbarga lider rynkowy podejmuje wiarygodne zobowi ↪azanie co do swojego po-
ziomu produkcji. W poniższym zadaniu rozwi ↪ażesz przyk lad, który pokaże, że
w momencie gdy lider nie może podejmować wiarygodnych zobowi ↪azań, rów-
nowaga Stackelberga nie jest równowag ↪a Nasha.

Rozpatrz model Stackelberga z dwoma firmami, opisanymi odpowiednio za
pomoc ↪a sta lych kosztów jednostkowych c1 i c2. Firma 1 jest liderem rynko-
wym, zaś popyt na dobro opisuje funkcja p(Q) = 1 − Q, gdzie Q = q1 + q2

określa  l ↪aczn ↪a podaż obydwu firm.

(i) Znajdź równowag ↪e Nasha doskona l ↪a ze wzgl ↪edu na podgry powyższej gry.
Oznacz poziomy produkcji obydwu firm w tej równowadze za pomoc ↪a
pary (q∗1, q

∗
2).

(ii) Pokaż, że q∗1 nie jest najlepsz ↪a odpowiedzi ↪a firmy 1 na strategi ↪e q
∗
2 firmy

2. Skomentuj.

Zadanie 2.8 (Czarny i Nojszewska (2000)) Rynek oligopolistyczny two-
rzy 11 firm sprzedaj ↪acych homogeniczny produkt. Jedna z nich zdominowa la
rynek i przyj ↪e la pozycj ↪e przywódcy cenowego. Funkcja kosztów firmy domi-
nuj ↪acej przyjmuje postać TC1(q1) = 3q2

1. Koszty pozosta lych 10 s ↪a opisane
za pomoc ↪a TCi(qi) = 10q2

i , i = 2, . . . , 11. Popyt rynkowy jest nast ↪epuj ↪acy:
D(p) = 600− 3p. Oblicz poziom produkcji każdej z firm oraz cen ↪e ustalon ↪a w
równowadze na rynku.

Zadanie 2.9 (Fudenberg i Tirole (2002)) Rozpatrz g losowanie, w którym
uczestniczy trzech graczy: 1, 2 i 3, wybieraj ↪acych pomi ↪edzy trzema alterna-
tywami A, B i C. Opcja B jest statusem quo, zaś A i C s ↪a reformatorskie.
W pierwszej turze, wszyscy g losuj ↪acy wybieraj ↪a pomi ↪edzy dwoma reformami
A i C. Wygrywa opcja, która zdob ↪edzie wi ↪ekszość, przy czym żaden gracz
nie może si ↪e wstrzymać od g losu. Nast ↪epnie gracze przyst ↪epuj ↪a do drugiego
g losowania, w którym decyduj ↪a pomi ↪edzy statusem quo i zwyci ↪esk ↪a opcj ↪a z
g losowania poprzedzaj ↪acego. Ponownie wygrywa opcja, która zdob ↪edzie wi ↪ek-
szość, bez możliwości wstrzymywania si ↪e od g losu przez graczy.
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W każdej turze gracze g losuj ↪a jednocześnie. Wyp laty graczy s ↪a uzależnione
jedynie od opcji wybieranej na samym końcu, niezależnie od przebiegu g loso-
wania. Wyp laty graczy wynosz ↪a: u1(A) = 2, u1(B) = 0, u1(C) = 1;u2(A) =
1, u2(B) = 2, u3(C) = 0;u3(A) = 0, u3(B) = 1, u3(C) = 2.

(i) Co by by lo, gdyby w każdej turze każdy z graczy g losowa l na opcj ↪e, która
w danym etapie g losowania jest dla niego najlepsza?

(ii) Znajdź równowag ↪e Nasha doskona l ↪a ze wzgl ↪edu na podgry, przy dodat-
kowym za lożeniu, że nie można wyeliminować żadnej strategii s labo zdo-
minowanej. Co si ↪e stanie, jeśli dopuścimy możliwość eliminacji strate-
gii s labo zdominowanych?

Zadanie 2.10 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz nas-
t ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e.

(i) Znajdź równowagi Nasha doskona le ze wzgl ↪edu na podgry. Czy jest je-
dyna? Czy wyst ↪epuj ↪a inne równowagi Nasha (w strategiach czystych lub
mieszanych)?

(ii) Za lóżmy, że gracz 2 nie obserwuje ruchów gracza 1. Zapisz now ↪a po-
stać ekstensywn ↪a tej gry. Jakie s ↪a równowagi Nasha w zmodyfikowanej
wersji gry (w strategiach czystych i mieszanych)?

Zadanie 2.11 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Na rynku wys-
t ↪epuj ↪a dwie nisze, ma la (M) i duża (D). Dwie firmy decyduj ↪a jednoczenie
czy chc ↪a wej́sć na rynek. Jeśli firma nie wchodzi na rynek (NW ), otrzymuje
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wypat ↪e 0. Jeśli firma wejdzie na rynek (W ), a druga nie, pierwsza firma
przejmuje wszystkich klientów i otrzymuje zysk równy 2.

Jeśli obie firmy wejd ↪a na rynek, jednocześnie podejmuj ↪a decyzj ↪e o niszy,
na której chc ↪a operować. Obie firmy ponosz ↪a straty jeśli wybior ↪a t ↪e sam ↪a
nisz ↪e, przy czym straty s ↪a wi ↪eksze jeśli wspólnie wybior ↪a ma l ↪a nisz ↪e (M)
(za lóżmy, że każda firma odnosi strat ↪e −6 jeśli obie wybior ↪a M oraz −3 jeśli
wybior ↪a D). Jeśli jedna firma wybierze duż ↪a nisz ↪e (D), a druga ma l ↪a (M), to
firma operuj ↪aca na dużym rynku odnosi zysk, a druga strat ↪e, przy czym strata
ta jest mniejsza niż w przypadku, gdyby obie firmy obra ly t ↪e sam ↪a nisz ↪e (firma
operuj ↪aca na dużym rynku otrzymuje zysk równy 1, a druga strat ↪e równ ↪a −1).

(i) Zapisz gr ↪e w postaci ekstensywnej.

(ii) Zapisz gr ↪e w postaci strategicznej.

(iii) Znajdź wszystkie równowagi Nasha doskona le ze wzgl ↪edu na podgry w
strategiach czystych.

(iv) Znajdź równowagi Nasha w strategiach czystych podanej gry. Czy ist-
niej ↪a równowagi Nasha, w których któryś z graczy stosuje groźby bez
pokrycia ( empty threats)?

Zadanie 2.12 (Fudenberg i Tirole (2002)) Gracze 1 i 2 musz ↪a zdecydo-
wać, czy wzi ↪ać parasol wychodz ↪ac z domu. Każdy z nich wie, że wyst ↪epuje 50%
szans na to, że b ↪edzie pada lo. Wyp laty każdego z graczy s ↪a nast ↪epuj ↪ace: −5
jeśli gracz nie wzi ↪a l parasola i pada l deszcz; −2 jeśli wzi ↪a l parasol i pada lo;
−1 jeśli wzi ↪a l parasol i nie pada lo oraz 1 jeśli nie wzi ↪a l parasola i nie pada lo.
Gracz 1 dowiaduje si ↪e jaka b ↪edzie pogoda przed wyj́sciem z domu. Gracz 2 nie
ma pewności jaka b ↪edzie pogoda, ale może obserwować zachowanie gracza 1.

(i) Zapisz gr ↪e w postaci ekstensywnej.

(ii) Czy można t ↪e gr ↪e rozwi ↪azać poprzez eliminacj ↪e strategii zdominowa-
nych?

Zadanie 2.13 (Fudenberg i Tirole (2002)) Rozpatrz gr ↪e pomi ↪edzy dwo-
ma graczami: rz ↪adem oraz reprezentatywnym gospodarstwem domowym. Gos-
podarstwo może wybrać dwie akcje ah ∈ {0, 1} i otrzymać transfer od rz ↪adu
w wysokości t ∈ {0, 1}. Celem gospodarstwa jest maksymalizacja transferu
pomniejszonego o koszty akcji (równe 0, gdy ah = 0, oraz równe 1

2 gdy ah =
1). Celem rz ↪adu jest minimalizacja sumy 2(ah− 1)2 + t. Zanim gospodarstwo
podejmie decyzj ↪e, rz ↪ad og lasza schemat przyznawania transferów t(ah), tzn.
wartość transferu jest zależna od wybranej akcji ah.
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(i) Narysuj drzewo decyzyjne odpowiadaj ↪ace grze w postaci ekstensywnej,
w której decyzje rz ↪adu s ↪a wi ↪aż ↪ace, tzn. og loszony w pierwszym etapie
schemat transferów b ↪edzie rzeczywíscie wykonany.

(ii) Narysuj drzewo decyzyjne odpowiadaj ↪ace grze w postaci ekstensywnej, w
której decyzje rz ↪adu nie s ↪a wi ↪aż ↪ace, tzn. og loszony (obiecany) w pierw-
szym etapie schemat transferów może być zmieniony po wybraniu przez
gospodarstwo swojej akcji.

(iii) Przedstaw obydwie gry w postaci strategicznej.

(iv) Podaj równowagi doskona le dla obu gier.

Zadanie 2.14 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz gr ↪e po-
mi ↪edzy dwoma graczami, która zosta la zapisana z postaci ekstensywnej na
poniższym rysunku (z pomini ↪eciem wyp lat).

(i) Jakie s ↪a dopuszczalne strategie gracza 1? Jakie s ↪a strategie gracza 2?

(ii) Pokaż, że dla dowolnej strategii behawioralnej, któr ↪a móg lby zagrać
gracz 1, istnieje ekwiwalentna strategia mieszana na strategiach gracza
1, tj. taka, która przypisuje takie samo prawdopodobieństwo do każdego
z końcowych w ↪ez lów gry, co strategia behawioralna, dla dowolnych stra-
tegii gracza 2.

(iii) Pokaż, że wynik odwrotny do twierdzenia z punktu (ii) również jest
prawdziwy.
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(iv) Za lóżmy, że modyfikujemy powyższ ↪a gr ↪e,  l ↪acz ↪ac dwa zbiory informa-
cyjne gracza 1 w drugiej turze jego ruchu, tak by wszystkie cztery w ↪ez ly
by ly w tym samym zbiorze informacyjnym. Pokaż, że gra przestaje być
gr ↪a z doskona l ↪a pami ↪eci ↪a. Które z twierdzeń z podpunktów (ii) i (iii)
pozostaje prawdziwe?

Zadanie 2.15 Rozpatrz gospodark ↪e Samuelsona, w której w każdym okresie
t rodzi si ↪e jeden gracz i żyje przez dwa okresy: jako mody w t oraz jako stary
w t+1. Tak wi ↪ec w każdym okresie t żyje dwóch graczy: m lody urodzony w t i
stary, urodzony w t− 1. Każdy z graczy rodzi si ↪e z jedn ↪a tabliczk ↪a czekolady,
której nie może przechowywać z okresu na okres. Użyteczność z konsumpcji
czekolady wynosi u(c) = −1 jeżeli c < 0.3 oraz u(c) = c dla c ­ 0.3, gdzie c
to konsumowana cz ↪eść czekolady. Gracze mog ↪a oddać czekolad ↪e pozosta lym
graczom ale nie mog ↪e jej sprzedać (bo czekolada to jedyne dobro). Decyzj ↪a
gracza jest x ∈ [0, 1], tj. cz ↪eść czekolady, któr ↪a chce skonsumować jako m lody
i oddać 1− x dla starych. Decyzje wszystkich poprzednich graczy s ↪a wspóln ↪a
wiedz ↪a. Nie wyst ↪epuje dyskontowanie.

• Znajdź jedyn ↪a równowag ↪e Nasha, jeżeli gra toczy si ↪e w skończonym
horyzoncie T .

• Jeżeli horyzont gry jest nieskończony, jakie s ↪a (dwie) równowagi do-
skona le? Pokaż, że s ↪a one Pareto-uporz ↪adkowane.

Zadanie 2.16 (Fudenberg i Tirole (2002)) Wyst ↪epuje sprzedawca, kupiec
oraz dwa okresy. W okresie 1 sprzedawca określa poziom inwestycji I, której
koszt wynosi I ­ 0. W okresie 2, sprzedawca może sprzedać jednostk ↪e dobra
kupuj ↪acemu, ale musi przy tym ponieść koszt dostawy c(I), gdzie c′(0) = −∞,
c′(·) < 0, c′′(·) > 0, oraz c(0) < v, gdzie v określa waluacj ↪e dobra dla ku-
pujcego. W grze nie wystpuje dyskontowanie, a spo lecznie optymalny poziom
inwestycji I∗ sp lenia warunek 1 + c′(I∗) = 0.

(i) Za lóż, że w okresie 2 kupuj ↪acy obserwuje poziom inwestycji I i przed-
k lada ofert ↪e take-it-or-leave-it sprzedawcy. Jaka b ↪edzie oferta kupca?
Jaka jest równowaga Nasha doskona la ze wzgl ↪edu na podgry tej gry?

(ii) Zaproponuj kontrakt, który gracze podpisywaliby w okresie 1, dzi ↪eki któ-
remu możliwe by by lo osi ↪agni ↪ecie alokacji optymalnej (za lóż, że wartość
kontraktu nie może by uzależniana od poziomu I).

Zadanie 2.17 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Udowodnij, że
każda skończona gra ΓE w postaci ekstensywnej, ma mieszan ↪a równowag ↪e
Nasha, doskona l ↪a ze wzgl ↪edu na podgry.
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3 Gry powtarzalne

Zadanie 3.1 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Poniższa gra, w
której decyzje s ↪a podejmowane jednocześnie, jest grana dwa razy.

b1 b2 b3

a1 10,10 2,12 0,13

a2 -12,2 5,5 0,0

a3 13,0 0,0 1,1

Gracze obserwuj ↪a strategie i wyp laty przeciwnika po pierwszym etapie gry
zanim przyst ↪api ↪a do drugiej rozgrywki. Podaj równowagi Nasha doskona le ze
wzgl ↪edu na podgry tej gry.

Zadanie 3.2 Rozpatrzmy gr ↪e powtarzaln ↪a z nieskończonym horyzontem cza-
sowym, w której dwaj gracze dyskontuj ↪a wyp laty z poszczególnych okresów
czynnikiem dyskontuj ↪acym równym 1

2 . Gra rozgrywana w każdym okresie
zadana jest poniższ ↪a macierz ↪a. Udowodnij, że ((A,A), (A,A), . . .) nie jest
ścieżk ↪a decyzji w równowadze doskona lej (SPNE).

A D

A 2,3 1,5

D 0,1 0,1

Zadanie 3.3 W chwili 0 firma 1 jest obecna na rynku urz ↪adzeń elektronicz-
nych, podczas gdy firma E rozpatruje wej́scie na ten rynek. Aby rozpocz ↪ać
dzia lalność, firma E musi ponieść koszt K > 0. Firma E może wej́sć na
rynek tylko w chwili 0.

W grze wyst ↪epuj ↪a trzy okresy produkcyjne. W każdym okresie, w którym
obydwie firmy s ↪a aktywne, firmy graj ↪a gr ↪e przedstawion ↪a poniżej. Firma E
decyduje czy wyj́sć z rynku (W ) czy nie wychodzić (NW ), podczas, gdy firma
1 decyduje si ↪e  lagodnie, b ↪adź ostro konkurować z firm ↪a E (odpowiednio NK
i K). Jeśli firma E zdecyduje si ↪e wyj́sć z rynku, wychodzi z niego na zawsze.
Podczas każdego okresu, gdy firma E jest poza rynkiem, otrzymuje wyp lat ↪e 0.
Firma 1 otrzymuje wyp laty zgodnie z rysunkiem. Czynnik dyskontuj ↪acy dla
obydwu firm jest równy δ.
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Za lóż, że

(A1) x > z > y,

(A2) y + δx > (1 + δ)x,

(A3) 1 + δ > K.

(i) Jaka jest (jedyna) SPNE podanej gry?

(ii) Za lóż, że firma E posiada ograniczenia finansowe, tj. jeśli firma 1 zdecy-
duje si ↪e choć raz ostro konkurować z firm ↪a E (w dowolny okresie), firma
E b ↪edzie zmuszona do opuszczenia rynku pocz ↪awszy od tego okresu. Jaka
jest (jedyna) SPNE powyższej gry? (Jeśli odpowiedź zależy od warto-
ści parametrów w sposób, który nie zosta l uwzgl ↪edniony w za lożeniach
(A1)-(A3), wskaż w jaki sposób).
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4 Asymetria informacyjna

Zadanie 4.1 Ponownie rozpatrz gr ↪e z zadania 2.10. Za lóżmy, że gracz 2
obserwuje prawdziwy ruch gracza 1 z prawdopodobieństwem p ∈ (0, 1), a nie-
prawdziwy z prawdopodobieństwem 1− p (np.: jeśli gracz 1 gra T , to gracz 2
obserwuje T z prawdopodobieństwem p oraz B z prawdopodobieństwem 1−p).
Za lóżmy, że każdy z graczy zna wartość p. Zapisz ponownie ekstensywn ↪a
form ↪e gry. Zak ladaj ↪ac, że graczom zależy na maksymalizacji oczekiwanej wy-
p laty, znajdź wszystkie s labe doskona le równowagi bayesowskie (WPBE).

Zadanie 4.2 (Myerson (1991)) Rozpatrz gr ↪e bayesowsk ↪a z niepe ln ↪a infor-
macj ↪a, w której gracz 1 może być zarówno typu α jak i β, przy czym gracz
2 wie, że jest typu α z prawdopodobieństwem 0.9 i typu β z szans ↪a 0.1. W
zależności od typu gracza 1 wyp laty graczy wygl ↪adaj ↪a nast ↪epuj ↪aco,

t = α t = β

x2 y2

x1 2,2 -2,0

y1 0,-2 0,0

x2 y2

x1 0,2 1,0

y1 1,-2 2,0

(i) Pokaż, że istnieje równowaga bayesowska, w której gracz 2 wybiera stra-
tegi x2.

Poczta elektroniczna. Teraz za lóż, że struktura informacyjna gry ulega
zmianie, a gracze mog ↪a si ↪e komunikować przez rozpocz ↪eciem w laściwej gry.
Jeśli gracz 1 jest typu β, to nigdy nie wysy la on listu do gracza 2. W prze-
ciwnym wypadku, gracz 1 wysy la wiadomość do gracza 2 z informacj ↪a: ”Nie
jestem graczem typu β”. Nast ↪epnie, za każdym razem gdy jeden z graczy
otrzyma list, automatycznie odpisuje drugiemu z informacj ↪a: ”Potwierdzam
otrzymanie twojej ostatniej wiadomości”. Za lóżmy, że każdy list z szans ↪a

1
10

nie dochodzi do adresata. Oznacza to, że w momencie gdy gracz 1 wybiera
swoj ↪a strategi ↪e wie, czy jest typu α czy β; jeśli jest α, to wie ile listów otrzy-
ma l od gracza 2. Gdy gracz 2 wybiera swoj ↪a strategi ↪e, wie ile listów otrzyma l
od gracza 1.

(ii) Po tym jak gracze przestaj ↪a sobie wysy lać wiadomości, jakie prawdopo-
dobieństwo gracz 2 przypisze zdarzeniu, że list wys lany przez gracza 1
zosta l zgubiony (tj. ca lkowita liczba wys lanych listów jest nieparzysta)?
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(iii) Jeśli gracz 1 nie jest typu β, jakie prawdopodobieństwo przypisze zda-
rzeniu, że jego list nie osi ↪agn ↪a l adresata?

(iv) Pokaż, że w tak zdefiniowanej grze, nie istnieje równowaga bayesowska,
w której gracz 2 wybiera strategi ↪e x2.

Zadanie 4.3 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz nast ↪e-
puj ↪ac ↪a sytuacj ↪e. Dwie wrogie sobie armie decyduj ↪a si ↪e zaj ↪ać wysp ↪e. Genera-
 lowie każdej z nich decyduj ↪a jednocześnie o tym czy zaatakować (A), czy nie
zaatakować (NA). Dodatkowo, każda z armii jest silna (s) albo s laba (w) z
równym prawdopodobieństwem (każda z armii losuje swój typ niezależnie od
przeciwnika), a jej typ jest znany tylko jej genera lowi. Wyp laty s ↪a nast ↪epu-
j ↪ace. Wyspa jest warta M jeśli zostanie zdobyta. Armia może zdobyć wysp ↪e,
jeśli sama zaatakuje, podczas gdy druga armia nie atakuje, b ↪adź gdy jest silna
i atakuje, a druga jest s laba i atakuje. Jeśli obydwie armie s ↪a tego samego
typu i obydwie atakuj ↪a, żadna z nich nie zdobywa wyspy. Każda armia ponosi
koszt walki, który wynosi cs, jeśli jest silna lub cw jeśli jest s laba (cs < cw).

(i) Zapisz gr ↪e w postaci strategicznej.

(ii) Zapisz gr ↪e w postaci ekstensywnej.

(iii) Jeśli każdy z genera lów b ↪edzie kierowa l si ↪e maksymalizacj ↪a oczekiwanej
wyp laty, jakie b ↪ed ↪a równowagi Nasha gry w strategiach czystych [Podpo-
wiedź: rozpatrz oddzielnie przypadki, gdy analizowana armia jest silna
albo s laba]?

Zadanie 4.4 Rozpatrzmy zmodyfikowan ↪a gr ↪e do tej w zadaniu 4.3. Tym ra-
zem jedna z armii zdoby la wysp ↪e wcześniej, a genera l drugiej zastanawia si ↪e
czy j ↪a odbić (zaatakować - A), czy też nie (nie atakować - NA). Genera l ar-
mii pierwszej podejmuje decyzj ↪e jako pierwszy. Może zadecydować o odwrocie
z wyspy (nie atakuje - NA), lub o bronieniu jej do ostatniego żo lnierza (ata-
kuje - A). Genera l armii pierwszej zobowi ↪azuje si ↪e do obranej strategii (jeśli
dokona odwrotu, nie zd ↪aży powrócić na pole bitwy, aby bronić wyspy, a jeśli
zadecyduje o obronie, b ↪edzie kaza l spalić wszystkie mosty, które umożliwi lyby
ucieczk ↪e jego żo lnierzom). Wyp laty i koszty walki pozostaj ↪a jak w zadaniu
4.3.

(i) Zapisz gr ↪e w postaci strategicznej.

(ii) Zapisz gr ↪e w postaci ekstensywnej.

(iii) Jeśli każdy z genera lów b ↪edzie kierowa l si ↪e maksymalizacj ↪a oczekiwanej
wyp laty, jakie b ↪ed ↪a równowagi Nasha doskona le ze wzgl ↪edu nad podgry
w strategiach czystych?
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(iv) Porównaj wyniki z zadaniem 4.3. Jak zobowi ↪azania armii pierwszej
wp lywaj ↪a na równowagi gry? Dlaczego palenie za sob ↪a mostów wydaje
si ↪e być dobrym posuni ↪eciem?

Zadanie 4.5 (Varian (1992)) Dr W. i mgr D. prowadz ↪a zaj ↪ecia z teorii
gier. Dr W. jest zainteresowany tym, ile godzin mgr D. prowadzi zaj ↪eć ze
studentami i ile musi mu za to zapacić. Dr W. pragnie zmaksymalizować
swoj ↪a wypat ↪e x− s, gdzie x jest liczb ↪a godzin prowadzonych zaj ↪eć przez mgr
D., a s ca lkowitym wynagrodzeniem jakie musi mu zap lacić. Jeśli mgr D. uczy
x godzin i otrzymuje za to wynagrodzenie s, jego wyp lata wynosi s − c(x),
gdzie c(x) = 1

2x
2.

(i) Jeśli dr W. obiera x oraz s aby zmaksymalizować swoj ↪a wyp lat ↪e, pa-
mi ↪etaj ↪ac o tym, że mgr D. musi chcieć dla niego pracować, ile godzin
ćwiczeń b ↪edzie prowadzi l mgr D.?

(ii) Ile dr W. zap laci mgr D.?

(iii) Za lóżmy, że dr W. wprowadza nast ↪epuj ↪acy plan motywacyjny. Określa
wynagrodzenie na poziomie s(x) = ax + b i pozwala mgr D. samemu
ustalić liczb ↪e przepracowanych godzin. Jakie a i b maksymalizuj ↪a wyna-
grodzenie dr W.? Czy potrafisz podać przyk lad innej funkcji s(x), która
jeszcze bardziej powi ↪ekszy laby przychód dr W.?

Zadanie 4.6 Dwie firmy symultanicznie podejmuj ↪a decyzje o wej́sciu lub nie
na rynek. Koszt wej́scia dla i-tej firmy wynosi θi ∈ [0,∞). Koszty wej́scia dla
obu firm s ↪a ich prywatn ↪a informacj ↪a i s ↪a (niezależnie) losowane z rozk ladu o
(wsz ↪edzie dodatniej) g ↪estości p(·). Wyp lata i-tej firmy wynosi πm − θi, jeżeli
firma wejdzie sama na rynek, πd − θi, jeżeli obie firmy wejd ↪a na rynek oraz
0, gdy firma nie wejdzie na rynek. Niech πm > πd > 0, gdzie πm to zysk
monopolisty na rynku, a πd to zysk jednej z firm w duopolu. Znajdź równowag ↪e
bayesowsk ↪a i pokaż, że jest ona jedyna.

Zadanie 4.7 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz model
konkurencji Cournot jak w zadaniu 1.46. Tym razem za lóż, że firma może
mieć koszty cL z prawdopodobieństwem µ oraz cH z szans ↪a (1− µ), cH > cL.
Znajdź równowag ↪e bayesowsk ↪a tej gry.

Zadanie 4.8 Rozpatrz rynek projektów inwestycyjnych. Wszystkie projekty
kosztuj ↪a 1. S ↪a dwa typy projektów: dobre i z le. Projekty przynosz ↪a zysk π lub
0. Dobry projekt przynosi zysk z prawdopodobieństwem pG, a z ly z prawdopo-
dobieństwem pB. Niech pG > pB. Frakcja dobrych projektów wynosi α.
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Przedsi ↪ebiorcy chc ↪a pożyczyć pieni ↪adze z banku na pocz ↪atkow ↪a inwestycj ↪e.
Umowa kredytowa specyfikuje kwot ↪e R, która powinna by sp lacona bankowi.
Przedsi ↪ebiorca zna typ swojego projektu, ale bank nie. W przypadku, gdy pro-
jekt si ↪e nie powiedzie przedsi ↪ebiorca og lasza upad lość i bank nie otrzymuje
swoich pieni ↪edzy. Banki s ↪a konkurencyjne i cechuj ↪a si ↪e neutralnym stosun-
kiem do ryzyka. Rynkowa stopa procentowa, po której banki otrzymuj ↪a pie-
ni ↪adze, wynosi r. Za lóżmy, że pGπ − (1 + r) > pBπ − (1 + r). Znajdź R
w równowadze (doskonale konkurencyjnej) i zbiór projektów sfinansowanych.
Jak te wartości zależ ↪a od parametrów modelu?

Teraz za lóż, że przedsi ↪ebiorca może wspó lfinansować koszt projektu w wy-
sokości x ∈ [0, 1], a na reszt ↪e uzyska kredyt. Przedsi ↪ebiorca ma ograniczenia
p lynności, tak że koszt pożyczki przedsi ↪ebiorcy na rynku wynosi (1+ρ)x, gdzie
ρ > r.

(i) Przedstaw zysk przedsi ↪ebiorcy jako funkcj ↪e R, x i typu.

(ii) Opisz najlepsz ↪a (z punktu widzenia dobrobytu) separuj ↪ac ↪a PBE gry, w
której rozpoczyna przedsi ↪ebiorca oferuj ↪ac x, dalej banki oferuj ↪a kredyty
R na sfinansowanie reszty inwestycji, które s ↪a kolejno akceptowane lub
nie przez przedsi ↪ebiorców. Jak równowagowy poziom x zależy od ma lych
zmian parametrów modelu.

(iii) Porównaj wyp laty przedsi ↪ebiorców w obu modelach.

Zadanie 4.9 Rozpatrz model rynku ubezpieczeń. S ↪a dwa rodzaje klientów:
ryzykanci i asekuranci. Każdy rozpoczyna z maj ↪atkiem w, ale ma możliwość
stracenia ` w wyniki pożaru. Prawdopodobieństwo pożaru wynosi pL i pH ,
odpowiednio dla asekurantów i ryzykantów. Zak ladamy, że 1 > pH > pL > 0.
Oba typy klientów maksymalizuj ↪a oczekiwan ↪a użyteczność, gdzie użyteczność
z majtku jest zadana funkcj ↪a u, u′(·) > 0, oraz u′′(·) < 0. Na rynku s ↪a dwie
firmy ubezpieczeniowe. Polisa ubezpieczeniowa polega na zapewnieniu wyp laty
R w przypadku pożaru. Koszty polisy (sk ladk ↪e) oznaczamy przez m. Za lóż, że
klienci mog ↪a kupić tylko jedn ↪a polis ↪e.

(i) Uargumentuj, że polis ↪e można analizować, jako specyfikuj ↪ac ↪a maj ↪atek
dla dwóch stanów przyrody (pożar, brak pożaru).

(ii) Za lóż, że firmy ubezpieczeniowe symultanicznie oferuj ↪a polisy klientom
i każda firma może zaoferować skończon ↪a liczb ↪e możliwych polis (tj. par
(R,m)), jak w modelu screeningu. Znajdź SPNE.

(iii) Czy SPNE zawsze istnieje?
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Zadanie 4.10 Po lowa absolwentów uczelni jest utalentowana i może produ-
kować x. Druga po lowa jest nieutalentowana i może wyprodukować 0. Przed-
stawiciele obu grup maj ↪a koszt alternatywny równy 1 i cechuj ↪a si ↪e neutralnym
stosunkiem do ryzyka. Pracodawca, po koszcie 2 dla niego i 1 dla aplikanta
może przeprowadzić test wskazuj ↪acy prawdziw ↪a produktywność absolwenta.
Pracodawcy konkuruj ↪a o pracowników, ale ujawniaj ↪a sobie nawzajem wyniki
testów. To znaczy, że pracodawca wie czy kandydat by l już testowany i czy
zda l. Praca trwa przez jeden okres. Pracodawca nie może si ↪e zobowi ↪azać do
przetestowania każdego aplikanta, ani też do żadnej z góry ustalonej proporcji
kandydatów.

(i) Dlaczego nie ma równowagi PBE, w której pracodawca testuje każdego
kandydata, ani w której nieutalentowani kandydaci nie aplikuj ↪a?

(ii) W równowadze, pracodawca testuje kandydatów z prawdopodobieństwem
γ i p laci tym, którzy przejd ↪a testy w. Utalentowani aplikuj ↪a, a nie uta-
lentowani aplikuj ↪a z prawdopodobieństwem α. Znajdź wzór na równo-
wagowe prawdopodobieństwo α b ↪ed ↪acego funkcj ↪a w. Wyjaśnij dlaczego
α nie jest bezpośrednio funkcj ↪a x, mimo że pracodawcy zależy na wyż-
szym x.

(iii) dla x = 9, jakie s ↪a równowagowe wartości α, γ oraz w?

Zadanie 4.11 (Farber (1980)) Jest trzech graczy: zarz ↪ad (i = 1), zwi ↪azek
zawodowy (i = 2) i arbitrażysta (i = 3). Arbitrażysta musi wybrać rozstrzy-
gni ↪ecie konfliktu t ∈ R z pomi ↪edzy dwóch ofert zaproponowanych przez zarz ↪ad
s1 ∈ R i zwi ↪azek zawodowy s2 ∈ R. Preferencje arbitrażysty s ↪a określone przez
v0 = −(t−s0)2. Tym samym wybiera on opcj ↪e najbliższ ↪a rozwi ↪azania s0, które
jest przez niego uznawane za w laściwe.

Zarz ↪ad i zwi ↪azkowcy nie znaj ↪a s0, jednak wiedz ↪a, że jest ono losowane
z rozk ladu prawdopodobieństwa o dystrybuancie P i g ↪estości p na przedziale
[s0, s̄0]. Zarz ↪ad i zwi ↪azkowcy wybieraj ↪a swoje oferty jednocześnie, przy czym
ich preferencje s ↪a określone odpowiednio przez u1 = −t oraz u2 = +t.

Wyprowadź i zinterpretuj warunki pierwszego rz ↪edu na równowag Nasha
w strategiach czystych. Pokaż, że w równowadze arbitrażysta z równ ↪a szans ↪a
wybierze ofert każdego z graczy.

Zadanie 4.12 (Myerson (1991)) Rozpatrz aukcj ↪e najwyższej ceny, w któ-
rej bierze udzia l dwóch graczy z niezależnymi prywatnie obserwowanymi wa-
luacjami licytowanego dobra. Przed aukcj ↪a, każdy gracz i obserwuje zmienn ↪a
losow ↪a ti, losowan ↪a niezależnie z rozk ladu jednostajnego na przedziale [0, 1].
Wówczas, wartość przedmiotu dla gracza i wynosi vi = ti + 0.5.
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Nast ↪epnie, każdy z graczy przedstawia swoj ↪a ofert ↪e bi ­ 0, przy wyp lacie
o postaci,

ui(b1, b2, t1, t2) =


(ti + 0.5)− bi jeli bi > b−i,

0 jeli bi < b−i,

1
2(ti − bi + 0.5) jeli bi = b−i.

Znajdź równowag ↪e, w której każdy z licytuj ↪acych wykorzystuje strategi ↪e o po-
staci bi = αti +β. Jaka jest oczekiwana wyp lata w tej równowadze dla gracza
i, który przed aukcj ↪a wylosowa l typ ti?

Zadanie 4.13 (Myerson (1991)) Ponownie rozpatrz aukcj ↪e jak w zadaniu
4.12, ale tym razem niech gracze maj ↪a wspóln ↪a waluacj ↪e licytowanego dobra.
Tak jak w zadaniu 4.12 przed licytacj ↪a każdy z graczy i (i = 1, 2) obserwuje
losow ↪a zmienn ↪a ti losowan ↪a niezależnie z rozk ladu jednostajnego na przedziale
[0, 1], ale tym razem wartość licytowanego dobra wynosi v = t1 + t2. Oznacza
to, że znaj ↪ac swoj ↪a zmienn ↪a ti, oczekiwana wyp lata gracza i wynosi ti = 0.5,
jak w poprzednim zadaniu. Każdy z graczy przedstawia swoj ↪a ofert bi ­ 0,
przy wyp lacie o postaci,

ui(b1, b2, t1, t2) =


(ti + t−i)− bi jeli bi > b−i,

0 jeli bi < b−i,

1
2(ti + t−i − bi) jeli bi = b−i.

Znajdź równowag ↪e, w której każdy z licytuj ↪acych wykorzystuje strategi ↪e o po-
staci bi = αti +β. Jaka jest oczekiwana wyp lata w tej równowadze dla gracza
i, który przed aukcj ↪a wylosowa l typ ti? Pokaż, że dla dowolnej wartości ti
równowagowa oferta jest niższa niż w grze w zadaniu 4.12.

Zadanie 4.14 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Sprzedaj ↪acy i
kupiec bior ↪a udzia l w negocjacjach. Sprzedawca posiada przedmiot, który jest
warty v dla kupca (waulacja sprzedawcy jest znormalizowana do zera). v jest
znane kupcowi, ale nie jest znane sprzedawcy. Rozk lad waluacji jest jednak
znany wszystkim. Negocjacje s ↪a roz lożone na dwa etapy. Na pocz ↪atku każdego
z nich sprzedawca prezentuje kupcowi ofert ↪e take-it-or-leave-it (podaj ↪ac cen ↪e
dobra), któr ↪a kupiec może przyj ↪ać lub odrzucić. Gra si ↪e kończy wraz z przy-
j ↪eciem oferty przez kupca, lub wraz z końcem drugiego etapu, w zależności
od tego co wydarzy si ↪e pierwsze. Każdy z graczy dyskontuje wyp lat ↪e z okresu
drugiego czynnikiem δ.

Na potrzeby zadania za lóż, że jeśli kupiec jest oboj ↪etny wobec przyj ↪ecia i
odrzucenia oferty, to j ↪a zawsze przyjmuje.

35



(i) Scharakteryzuj WPBE gry (w strategiach czystych), dla przypadku gdy
v przyjmuje dwie wartości: vH , vL, vH > vL, gdzie λ = Prob(vH).

(ii) Rozpatrz gr ↪e dla przypadku gdy v jest losowane z rozk ladu jednostajnego
na przedziale [v, v̄].

Zadanie 4.15 (Gra w Piwo czy Quiche?) Dwóch studentów SGH posz-
 lo do pubu. Jeden z nich jest twardzielem, lubi ↪acym od czasu do czasu przy-
 lożyć jakiemu mi ↪eczakowi, jednak unikaj ↪acym walki z innymi twardzielami.
Drugi jest mi ↪eczakiem, który najch ↪etniej unika lby jakiejkolwiek konfrontacji
z kimkolwiek. Żaden ze studentów nie wie, czy drugi jest mi ↪eczakiem, czy
twardzielem, ale każdy z nich wie, że z szans ↪a 0.8 drugi jest twardzielem.

Dodatkowo, każdy z graczy obserwuje zamówienie drugiego przy barze.
Student może zamówić albo piwo, albo quiche. Jak wiadomo, prawdziwi twar-
dziele zawsze pij ↪a piwo, podczas gdy mi ↪eczaki preferuj ↪a quiche. Drugi student
najch ↪etniej wybra lby to co lubi najbardziej, jednak chcia lby również unikn ↪ać
niepotrzebnej bijatyki.

Rozpatrz nast ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e z dwoma graczami. Natura decyduje, czy gracz
A jest mi ↪eczakiem czy twardzielem z prawdopodobieństwem odpowiednio 0.8
i 0.2. Nast ↪epnie gracz A, znaj ↪ac swój typ decyduje co zamówić (piwo czy
quiche). Wreszcie decyzj ↪e (bić lub nie bić) podejmuje gracz B. Wyp laty gry
zaprezentowano na rysunku

(i) Jakie s ↪a równowagi bayesowskie powyższej gry? Czy wszystkie s ↪a s la-
bymi doskona lymi równowagami bayesowskimi?
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(ii) Podaj równowagi separujce i pooling.

Zadanie 4.16 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Pani P., powód-
ka, wnios la spraw ↪e przeciwko Pani D. (pozwanej). Jeśli Pani P. wygra spraw ↪e,
otrzyma π dolarów odszkodowania za szkody spowodowane przez Pani ↪a D.
Pani D. zna prawdopodobieństwo wygranej przez Pani ↪a P., równ ↪a λ ∈ [0, 1],
ale Pani P. go nie zna (Pani D. może wiedzieć, czy rzeczywíscie jest winna,
czy nie). Obydwie Panie maj ↪a ścísle dodatnie koszty udzia lu w procesie, od-
powiednio cp i cd. Pierwotny rozk lad prawdopodobieństwa parametru λ jest
opisany przez f(λ) (jest on powszechn ↪a wiedz ↪a).

Przed rozpocz ↪eciem sprawy w s ↪adzie, Panie mog ↪a rozwi ↪azać spraw ↪e polu-
bownie. Negocjacje wygl ↪adaj ↪a w nast ↪epuj ↪acy sposób. Pani P. prezentuje Pani
D. ofert ↪e take-it-or-leave-it (w dolarach). Jeśli Pani D. si ↪e zgodzi na pro-
pozycj ↪e, wyp laca odszkodowanie Pani P. i gra si ↪e kończy. Jeśli nie, sprawa
trafia do s ↪adu.

(i) Jakie s ↪a WPBE (w strategiach czystych) powyższej gry?

(ii) Jak parametry modelu (cp, cd, π) wp lywaj ↪a na równowagi gry?

(iii) Za lóżmy teraz, że Pani P. może dodatkowo zrezygnować z pozwu po tym
jak jej oferta zostanie odrzucona. Jakie wówczas b ↪ed ↪a WPBE? Jak b ↪ed ↪a
one uzależnione od parametrów gry?

Zadanie 4.17 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrz symul-
taniczn ↪a aukcj ↪e pierwszej ceny jak w zadaniu 1.16, ale tym razem za lóż, że
waluacja vi jest obserwowalna jedynie dla gracza i. Waluacja jest losowana
z rozk ladu jednostajnego na przedziale [0, v̄] dla każdego gracza.

(i) Wyprowadź symetryczn ↪a bayesowsk ↪a równowag ↪e Nasha w strategiach
czystych. [Podpowiedź: poszukaj równowagi, w której oferty sk ladane
przez gracza i s ↪a liniow ↪a funkcj ↪e jego waluacji wi.]

(ii) Oznaczmy liczb ↪e graczy przez I. Jak zmieniaj ↪a si ↪e strategie graczy w
równowadze, gdy I rośnie?

Zadanie 4.18 (Gra z terroryst
↪
a) W naturze wyst ↪epuj ↪a dwa typy terrory-

stów: normalni i szaleni. Z pośród wszystkich terrorystów, udzia l normalnych
wynosi p, zaś szalonych (1− p). Normalny terrorysta nie lubi si ↪e detonować,
natomiast lubi, gdy ofiary realizuj ↪a jego ż ↪adania. Szaleni terroryści lubi ↪a si ↪e
detonować do tego stopnia, że sprawia im to nawet wi ↪eksz ↪a przyjemność, niż
realizacja ż ↪adań przez ofiary.
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Gra wygl ↪ada nast ↪epuj ↪aco. Terrorysta (I) kolejno puka do drzwi ofiary
(E). Gdy tamta mu otworzy, terrorysta ż ↪ada od ofiary zap lacenia okupu. Je-
śli ofiara zap laci, uchodzi z życiem, jeśli nie, terrorysta podejmuje decyzj ↪e
czy si ↪e zdetonować czy nie. Ekstensywn ↪a postać gry zaprezentowano poniżej.
Zak ladaj ↪ac, że ofiara nie zna typu terrorysty w którym ma do czynienia, ale

zna ich rozk lad w populacji i obserwowa la wcześniejsz ↪a wizyt ↪e terrorysty w
innym domu, znajdź s labe równowagi bayesowskie podanej gry. Określ równo-
wag ↪e dla p = 3

4 . (Zak ladamy, że terrorysta który si ↪e zdetonowa l, może dalej
odwiedać ofiary.)

Zadanie 4.19 (Chain-store paradox) Firma sieciowa (I) kolejno konku-
ruje z nowo wchodz ↪acymi firmami (E) na odr ↪ebnych rynkach. Każda z wcho-
dz ↪acych firm może zadecydować o wej́sciu (EN) lub o pozostaniu poza ryn-
kiem. Gdy ta już podejmie decyzj ↪e, firma sieciowa może zarówno podj ↪ać walk ↪e
z now ↪a firm ↪a (F) lub z niej zrezygnować (A).

Rozpatrzmy przypadek firmy, która planuje wej́sć na rynek. Za lóżmy, że
nie nie zna ona typu firmy sieciowej, która dzia la już na rynku, jednak wie,
że z szans ↪a p trafi na firm ↪e szalon ↪a (agresywn ↪a), która zawsze preferuje walk ↪e
nad rezygnacj ↪a z niej, a z szans ↪a (1− p) na firm ↪e normaln ↪a (wyp laty zosta ly
zaprezentowane poniżej).

Zak ladaj ↪ac, że firma wchodz ↪aca obserwowa la wcześniejsz ↪a gr ↪e na innym
rynku pomi ↪edzy inn ↪a firm ↪a a firm ↪a sieciow ↪a, znajdź s labe równowagi bay-
esowskie podanej gry.

Zadanie 4.20 (Gra edukacyjna) W gospodarce wyst ↪epuj ↪a dwa typy gra-
czy: wysoko utalentowani (oznaczeni typem θH) i nisko utalentowani (ozna-
czeni θL). Za lóżmy θH > θL > 0, gdzie θi oznacza liczb ↪e jednostek dobra
konsumpcyjnego jak ↪a dana jednostka jest w stanie wyprodukować w ci ↪agu
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jednego okresu. Za lóżmy dodatkowo, że udzia l osób utalentowanych w ca lej
gospodarce wynosi λ = Prob(θi = θH) ∈ (0, 1).

Dodatkowo na rynku wyst ↪epuj ↪a dwie firmy, dzia laj ↪ace na zasadach do-
skona lej konkurencji. Każda firma d ↪aży do maksymalizacji swojego zysku z
produkcji dobra konsumpcyjnego, op lacaj ↪ac odpowiednio pracowników. Firma
nie rozróżnia poszczególnych typów pracowników, jednak zna ich rozk lad w
gospodarce. Co wi ↪ecej, obserwuje ona doskonale ich czas edukacji i może na
tej podstawie warunkować wynagrodzenie w(·). Zysk firmy można wówczas
zaprezentować nast ↪epuj ↪aco,

π = λ[pθH − w(eH)] + (1− λ)[pθL − w(eL)],

gdzie p określa cen ↪e rynkow ↪a dobra konsumpcyjnego. Przyjmijmy dla uprosz-
czenia, że p = 1.

Aby zasygnalizować pracodawcom swoj ↪a efektywność, konsumenci mog ↪a
rozpocz ↪ać edukacj ↪e, przy czym czas edukacji nie ma wp lywu na efektywność
pracownika, jest jedynie sygna lem. Niech ei określa czas edukacji podejmo-
wany przez typ i. Koszt edukacji na poziomie e wynosi c(e|θi), dla danego
typu θi. Wyp laty konsumentów przyjmuj ↪a postać:

u(e|θi) =

 w(e)− c(e|θi) gdy w(e) ­ c(e|thetai)

0 w.p.p.

Zak ladamy c(0, θi) = 0, ce > 0, cee > 0, c(·|θH) < c(·|θL), ce(·|θH) < ce(·|θL),
gdzie ce określa pochodn ↪a funkcji c wzgl ↪edem e.

Gra wygl ↪ada nast ↪epuj ↪aco. Najpierw każdy z typów wybiera swój poziom
edukacji. Nast ↪epnie, nie znaj ↪ac typów, ale znaj ↪ac ich rozk lad, firmy jedno-
cześnie podejmuj ↪a decyzj ↪e o wysokości wynagrodzenia w zależności od zaob-
serwowanego czasu edukacji. W końcu, konsument decyduje w której firmie
przyj ↪ać prac ↪e, lub w ogóle z niej rezygnuje.
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(i) Znajdź s lab ↪a równowag ↪e bayesowsk ↪a typu pooling w podanej grze;

(ii) Znajdź separuj ↪ac ↪a s lab ↪a równowag ↪e bayesowsk ↪a w podanej grze
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5 Projektowanie mechanizmów

Zadanie 5.1 (Fudenberg i Tirole (2002)) Rozpatrz gospodark ↪e z I kon-
sumentami określonymi za pomoc ↪a quasi-liniowych funkcji użyteczności,

ui(x, θi, ti) = vi(x, θi) + ti,

gdzie ti określa dochód gracza i, x publiczn ↪a decyzj ↪e (np.: dotycz ↪ac ↪a podaży
dobra publicznego), zaś vi(x, θi) nadwyżk ↪a konsumenta i dla decyzji x i para-
metru preferencji θi. Parametr θi jest prywatn ↪a informacj ↪a każdego z graczy.
Pieni ↪eżny koszt decyzji x wynosi c(x).

Spo lecznie optymaln ↪a decyzj ↪a publiczn ↪a jest

x∗(θ1, . . . , θI) ∈ arg max
x

{∑
i

vi(x, θi)− c(x)
}
.

Za lóż, że (i) maksymanta powyższego zadania jest ścísle wkl ↪es la wzgl ↪edem
(θ1, . . . , θI) oraz (ii) dla każdego θ−i, θi, θ

′
i,

θ′i 6= θi ⇒ x∗(θ−i, θ′i) 6= x∗(θ−i, θi),

a wi ↪ec optymalna decyzja jest różnowartościowa wzgl ↪edem poszczególnych pa-
rametrów.

Rozpatrz teraz nast ↪epuj ↪ac ↪a gr ↪e. Konsumenci jednocześnie og laszaj ↪a swoje
parametry preferencji. Tym samym czyst ↪a strategi ↪a gracza i jest jego komu-
nikat θ̂i (θ̂i może być różne od θi). Realizowana decyzja x∗(θ̂1, . . . , θ̂I) jest
optymalna dla og loszonych parametrów. Każdy konsument otrzymuje wów-
czas transfer od spo lecznego planisty, równy

ti(θ̂1, . . . , θ̂I) = ki +
∑
j 6=i

vj(x∗(θ̂1, . . . , θ̂I), θ̂j)− c(x∗(θ̂1, . . . , θ̂I)),

gdzie ki jest sta l ↪a. Pokaż, że mówienie prawdy jest zawsze strategi ↪a dominu-
j ↪ac ↪a.

Ponieważ mówienie prawdy jest zawsze strategi ↪a dominuj ↪ac ↪a, nie jest
ważne czy gracze znaj ↪a prawdziwe preferencje innych, ponieważ mówienie
prawdy zawsze jest dla nich racjonalne. Ten schemat ujawniania preferencji
za pomoc ↪a strategii dominuj ↪acych (zwany mechanizmem Grovesa) jest szcze-
gólnie interesuj ↪acy, gdy parametr preferencji jest znany wy l ↪acznie danemu
konsumentowi.
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6 Gry kooperacyjne

Zadanie 6.1 Rozpatrzmy gr ↪e kooperacyjn ↪a (N, V ), gdzie N = {G,H,W}
oraz V ({G}) = 1, V ({H}) = 2, V ({W}) = 3, V ({G,H}) = 8.2, V ({G,W}) =
6.5, V ({H,W}) = 8, V ({G,H,W}) = 11.2. Znajdź j ↪adro (tj. rdzeń) tej gry.
Przedstaw rdzeń graficznie.

Zadanie 6.2 Rozpatrzmy gr ↪e kooperacyjn ↪a (N, V ), gdzie N = {A,B,C}
oraz V ({A}) = V ({B}) = V ({C}) = 0, V ({A,B}) = 2, V ({A,C}) = 4,
V ({B,C}) = 6, V ({A,B,C}) = 7. Oblicz wartość Shapleya dla każdego
gracza.

Zadanie 6.3 Rozpatrz negocjacje w schemacie arbitrażowym Nasha pomi ↪e-
dzy zwi ↪azkami zawodowymi (ZZ) oraz pracodawc ↪a (PP ). PP maj ↪a 4 propo-
zycje: automatyzacja linii produkcyjnej (A), likwidacja przerwy na kaw ↪e (K),
A i K  l ↪acznie lub pozostawienie status quo (SQ). ZZ maj ↪a także 4 propozy-
cje: podwyżka wynagrodzenia o dolara za godzin ↪e (P ), zmiana pracowniczego
programu emerytalnego (E), P i E  l ↪acznie oraz pozostawienie status quo
(SQ). Wyp laty PP i ZZ opisuje tabela:

P E SQ K A

PP -3 -2 0 4 4

ZZ 3 2 0 -1 -2

Wyp laty z  l ↪aczonych propozycji s ↪a sumowane. Na wykresie przedstaw wyp laty
z każdego możliwego wyniku negocjacji (kompromisu) i zakreśl zbiór negocja-
cyjny. Graficznie i analitycznie znajdź rozwi ↪azanie arbitrażowe Nasha.

Zadanie 6.4 (Myerson (1991)) Mary i John podejmuj ↪a decyzj ↪a dotycz ↪ac ↪a
tego, w jaki sposób maj ↪a sp ↪edzić sobotni wieczór. Ograniczyli oni swój wybór
do trzech opcji: obejrzeć gal ↪e boxu (B), pój́sć na balet (O), lub zostać w domu
(D). Jeśli nie podejm ↪a żadnej decyzji, zostaj ↪a w domu (D stanowi tym samym
status quo).

Oprócz trzech powyżej wskazanych opcji, Mary i John maj ↪a dost ↪ep do ge-
neratora liczb losowych, który umożliwia im dodatkowo wybór loterii, w której
b ↪ed ↪a losowali rozwi ↪azanie z wybranym przez siebie prawdopodobieństwem.

Mary najbardziej preferuje balet, przy czym jest oboj ↪etna pomi ↪edzy obej-
rzeniem gali boxu, a pój́sciem na balet z szans ↪a

1
4 i pozostaniem w domu z

szans ↪a
3
4 . John najbardziej preferuje box, zaś ogl ↪adanie baletu i pozostanie w

domu dostarczaj ↪a mu dok ladnie tak ↪a sam ↪a użyteczność.
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(i) Zapisz formalnie zbiór użyteczności możliwych do osi ↪agni ↪ecia w nego-
cjacjach pomi ↪edzy Mary i Johnem. Naszkicuj nast ↪epnie zbiór w prze-
strzeni dwu-wymiarowej.

(ii) Znajdź rozwi ↪azanie arbitrażowe Nasha. Gdzie sp ↪edz ↪a sobot ↪e Mary i John?

(iii) Który aksjomat rozwi ↪azania arbitrażowego Nasha pozwoli l ci na okre-
ślenie rozwi ↪azania?

Za lóżmy, że w domu Mary i Johna zepsu l si ↪e telewizor. Zdarzenie to nie
wp lynie na preferencje Mary, jednak dla Johna istotnie obniży to użyteczność
pozostania w domu. Za lóżmy, że w przypadku braku telewizora, użyteczność
pój́scia na balet jest dla Johna równa użyteczności z pój́scia na box z szans ↪a
1
3 i pozostanie w domu z szans ↪a

2
3 .

(iv) Określ i naszkicuj nowy zbiór dost ↪epnych użyteczności.

(v) Określ rozwi ↪azanie arbitrażowe Nasha. Jak wynik zmieni l si ↪e w stosunku
do wcześniejszej sytuacji. Co by lo tego przyczyn ↪a? Zinterpretuj.

Zadanie 6.5 (Dopasowywanie r
↪
ekawiczek) Rozpatrzmy gr ↪e kooperacyjn ↪a

z trzema graczami. Gracz 1 i 2 maj ↪a po jednej prawej r ↪ekawiczce. Gracz 3 ma
jedn ↪a lew ↪a. Koalicja, której uda si ↪e skompletować jedn ↪a par ↪e dostaje wyp lat ↪e
1. W przeciwnym wypadku koalicja dostaje 0.

Oznacza to, że wartości poszczególnych koalicji możemy zapisać nast ↪epu-
j ↪aco: v({1, 2, 3}) = 1, v({1, 3}) = v({2, 3}) = 1, v({1, 2}) = 0, v({i}) = 0,
∀i ∈ {1, 2, 3}.

(i) Znajdź j ↪adro gry.

(i) Określ wartość Shapleya każdego z graczy.

Zadanie 6.6 (Mas-Collel, Whinston i Greene (1995)) Rozpatrzmy gr ↪e
kooperacyjn ↪a pomi ↪edzy czterema graczami {1, 2, 3, 4}. Wartości poszczegól-
nych koalicji maj ↪a postać: v({i}) = 1, ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, v({1, 2}) = v({3, 4}) =
0, v({1, 3}) = v({1, 4}) = v({2, 3}) = v({2, 4}) = 1, v({i, j, k}) = 1, ∀i, j, k ∈
{1, 2, 3, 4}, i 6= j 6= k, v({1, 2, 3, 4}) = 2.

(i) Pokaż, że każde jadro gry przyjmuje postać (α, α, 1−α, 1−α), α ∈ (0, 1).

(ii) Znajdź wartość Shapleya dla każdego z graczy.

Za lóżmy teraz, że v({1, 3, 4}) = 2.

(iii) Pokaż, że w takiej sytuacji jadro gry jest jednoelementowe.

(iv) Znajdź wartość Shapleya dla każdego z graczy dla podanego wariantu
gry.
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